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Ïðåäèñëîâèå
Êíèãà îñíîâàíà íà êóðñå ëåêöèé, ÷èòàåìûõ àâòîðîì íà �àêóëüòåòå âû-÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãîóíèâåðñèòåòà èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, íà÷èíàÿ ñ 1978 ãîäà. Çà ãîäû ïîíèìà-íèå àâòîðîì èçëàãàåìîãî ïðåäìåòà ïðåòåðïåëî ñóùåñòâåííûå èçìåíåíèÿè ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïðèíÿëî âèä, ïðåäëàãàåìûé ÷èòàòåëþ.Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) çàâîåâàë âñåîáùåå ïðèçíàíèå êàêâåñüìà ý��åêòèâíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷ ìåõàíè-êè, ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè è òåõíèêè. Â äàííîé êíèãå ðàññìàòðèâàåòñÿëèøü îãðàíè÷åííàÿ òðàêòîâêà ÌÊÝ; ïîä ÌÊÝ ïîíèìàåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ� "êóñî÷íàÿ" � ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà �àëåðêèíà, à áîëåå øèðîêîå ïîíè-ìàíèå ÌÊÝ ïðèâëåêàåòñÿ ëèøü äëÿ àíàëèçà êâàäðàòóðíûõ ñõåì è ïðèèñïîëüçîâàíèè èçîïàðàìåòðè÷åñêîé òåõíèêè.Á�îëüøàÿ ÷àñòü êíèãè ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ ÌÊÝ ïðèìåíèòåëüíî êñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ îáûêíîâåííîãî ëèíåéíîãî ñàìîñîïðÿæåí-íîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Õîòÿ ýòà çàäà÷à èíå ÿâëÿþòñÿ òåì îáúåêòîì, ãäå íàèáîëåå ïîëíî ïðîÿâèëèñü äîñòîèíñòâàÌÊÝ � áåçóñëîâíî, ïàëüìà ïåðâåíñòâà çäåñü ïðèíàäëåæèò äâóìåðíûì èòðåõìåðíûì çàäà÷àì � îäíàêî äâóõòî÷å÷íûå êðàåâûå çàäà÷è ïðåäñòàâ-ëÿþò ñîáîé ïðîñòóþ, íî äîñòàòî÷íî ñîäåðæàòåëüíóþ ìîäåëü, íà ïðèìåðåêîòîðîé ìîæíî îñâåòèòü ìíîãèå îñíîâíûå àñïåêòû ÌÊÝ.Òåñíàÿ ñâÿçü �îðìóëèðîâêè ÌÊÝ ñ ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàñòàâè-ëà íàñ ïîäîéòè ê ïîíÿòèþ ðåøåíèÿ ñ á�îëüøèì âíèìàíèåì, ÷åì ýòî áûëîáû íåîáõîäèìî ïðè èçëîæåíèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Ê îáîáùåí-íîìó ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è êàê ðåøåíèþ âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ,êîòîðîå è ëåæèò â îñíîâå ÌÊÝ, ìû ïîäõîäèì, ïîñòåïåííî îñëàáëÿÿ òðå-áîâàíèÿ, èçíà÷àëüíî ïðåäúÿâëÿåìûå ê êëàññè÷åñêîìó ðåøåíèþ.Â êà÷åñòâå àïïðîêñèìèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ ðàññìîòðåíû ïðîñòðàí-ñòâà ëèíåéíûõ è ïîëèíîìèàëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ëàãðàíæåâûõ èýðìèòîâûõ. �àññìîòðåíû êîíñòðóêöèè ÌÊÝ êàê äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ,òàê è äëÿ ñèñòåì.



8 ÏðåäèñëîâèåÄâóìåðíûå çàäà÷è â îñíîâíîì òåêñòå ïðåäñòàâëåíû òîëüêî óðàâíåíèåìÏóàññîíà. Äëÿ íåãî íàðÿäó ñ ïðîñòåéøèìè ëèíåéíûìè òðåóãîëüíûìè ýëå-ìåíòàìè ðàññìîòðåíû ïîëèíîìèàëüíûå òðåóãîëüíûå, áèïîëèíîìèàëüíûåïðÿìîóãîëüíûå è èçîïàðàìåòðè÷åñêèå êðèâîëèíåéíûå ýëåìåíòû.Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ÌÊÝ äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ ïðîâåäåíî ñáîëüøîé ïîäðîáíîñòüþ è â ðàçëè÷íûõ íîðìàõ, çàòî äâóìåðíûé ñëó÷àéðàññìîòðåí ëèøü ñõåìàòè÷íî. Íàäåþñü, ÷òî òî âíèìàíèå, êîòîðîå óäåëå-íî òåõíîëîãè÷åñêèì àñïåêòàì ÌÊÝ, ïîçâîëèò åå ÷èòàòåëÿì ðåøàòü ïðèïîìîùè ÌÊÝ ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è, ÷åì èçëîæåííûå â êíè-ãå.Ïåðâîå èçäàíèå êíèãè âûøëî â 1997 ãîäó. Â íàñòîÿùåì èçäàíèè èñïðàâ-ëåíû îáíàðóæåííûå îøèáêè, âíåñåíû íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ â èìåâøèéñÿòåêñò, äîáàâëåíû òðè íîâûõ ëåêöèè, íåìíîãî ïîïîëíåí ñïèñîê ëèòåðàòó-ðû, äîáàâëåíû ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü è ñïèñîê îáîçíà÷åíèé.Àâòîð ïðèíîñèò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü È.�.Áåëóõèíîé çà åå òðóäïî î�îðìëåíèþ êíèãè. Â.Á.Àíäðååâ



Ëåêöèÿ 1
ÄÂÀ ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß �ÅØÅÍÈß1. ÂâåäåíèåÒàê óæ óñòðîåíà ïðèðîäà, ÷òî áîëüøîå ÷èñëî ÿâëåíèé â ðàçëè÷íûõîáëàñòÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ, òàêèõ êàê �èçèêà, õèìèÿ, áèîëîãèÿ, ýêîëîãèÿ,èíæåíåðíîå äåëî è äð. äîñòàòî÷íî ïîëíî ìîæåò áûòü îïèñàíî ëèøü ñïðèâëå÷åíèåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îáëàñòè, ãäå òîëüêî òàêîåîïèñàíèå è âîçìîæíî, ïîñòîÿííî ðàñøèðÿþòñÿ. Îäíàêî, íàõîæäåíèå ðå-øåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ê êîòîðûì èçó-÷àåìûå ÿâëåíèÿ ñâîäÿòñÿ, îêàçûâàåòñÿ äàëåêî íå ïðîñòûì äåëîì. Òî÷íûåðåøåíèÿ, îáû÷íî â âèäå ðÿäà èëè èíòåãðàëà, óäàåòñÿ íàéòè òîëüêî äëÿî÷åíü óçêîãî êëàññà çàäà÷. Êàê ïðàâèëî, ýòî çàäà÷è äëÿ äîâîëüíî ïðî-ñòûõ óðàâíåíèé, çàäàâàåìûõ (÷òî áîëåå ñóùåñòâåííî) â îáëàñòÿõ ïðîñòîéãåîìåòðè÷åñêîé �îðìû. Ñðåäè ìåòîäîâ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò íàéòè òàêèåðåøåíèÿ, îòìåòèì ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ìåòîä èíòåãðàëüíûõïðåîáðàçîâàíèé, ìåòîä �óíêöèè �ðèíà. Áûëè ïîòðà÷åíû çíà÷èòåëüíûåóñèëèÿ íà ïîäõîäÿùóþ ìîäè�èêàöèþ ïîäîáíûõ ìåòîäîâ è íà ñîçäàíèåíîâûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå äàâàëè áû ðåøåíèå â çàìêíóòîé �îðìå äëÿ áî-ëåå øèðîêîãî êëàññà çàäà÷. Îäíàêî âñå ýòè óñèëèÿ íå ñìîãëè îáåñïå÷èòüçàïðîñîâ ïðàêòèêè â ðåøåíèè âñå áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷, ÷òî â êîíå÷íîìñ÷åòå ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ.Ñåãîäíÿ ñðåäè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñàìûìè ðàñïðîñòðàíåííûìè ÿâëÿþòñÿ ñå-òî÷íûå ìåòîäû. Ïðè÷èíîé òîìó ñëóæèò èõ áîëüøàÿ óíèâåðñàëüíîñòü è9



10 Ëåêöèÿ 1îòíîñèòåëüíàÿ ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè. Ïðèìåíèòåëüíî ê äè��åðåíöèàëü-íûì óðàâíåíèÿì òåðìèí "ñåòî÷íûå ìåòîäû" ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â êà-÷åñòâå ñèíîíèìà òåðìèíîâ "ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé" è "ðàçíîñòíûåìåòîäû", îäíàêî íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå îïðàâäàííîé áîëåå øèðîêàÿòðàêòîâêà ýòîãî ïîíÿòèÿ, âêëþ÷àþùàÿ â íåãî è ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåí-òîâ (ÌÊÝ).Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ çàâîåâàë âñåîáùåå ïðèçíàíèå êàê âåñüìàý��åêòèâíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè, ìà-òåìàòè÷åñêîé �èçèêè è òåõíèêè. Òàêàÿ ïîïóëÿðíîñòü ìåòîäà îáúÿñíÿåòñÿöåëûì ðÿäîì ïðè÷èí, ñðåäè êîòîðûõ íà ïåðâîå ìåñòî äîëæíû áûòü ïî-ñòàâëåíû åãî áîëüøàÿ óíèâåðñàëüíîñòü, îáùàÿ äëÿ âñåõ ñåòî÷íûõ ìåòî-äîâ, ïðîñòîòà �èçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè è àëãîðèòìè÷íîñòü. Îäíàêî ìûíå ðàçäåëÿåì ÷àñòî âûñêàçûâàåìîå ìíåíèå î òîì, ÷òî ñõåìû ÌÊÝ ëó÷-øå ðàçíîñòíûõ ñõåì. Íå ðàçäåëÿåì ìû è ïðîòèâîïîëîæíóþ òî÷êó çðåíèÿ.Íå ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîãî òðóäà äîêàçàòü, ÷òî õîðîøàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìàëó÷øå ïëîõîé ñõåìû ÌÊÝ, à õîðîøàÿ ñõåìà ÌÊÝ ëó÷øå ïëîõîé ðàçíîñò-íîé ñõåìû. Íî âåäü öåëåñîîáðàçíî ïðîâîäèòü ñðàâíåíèå ëèøü â ñîïîñòà-âèìûõ ñèòóàöèÿõ, à ýòî òðåáóåò áîëüøåé êâàëè�èêàöèè. Âèäèìî, ðàçëè÷-íûå ïîäõîäû äîëæíû ðàçóìíî äîïîëíÿòü äðóã äðóãà. È, òåì íå ìåíåå, ìûäîëæíû îòìåòèòü, ÷òî, åñëè äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìû-ìè ìåòîäàìè õîðîøåé ðàçíîñòíîé ñõåìû òðåáóåòñÿ ñðàâíèòåëüíî âûñîêàÿêâàëè�èêàöèÿ èññëåäîâàòåëÿ, òî, çà÷àñòóþ, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñõåìû ÌÊÝàíàëîãè÷íîãî êà÷åñòâà äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âïîëíå�îðìàëüíûõ ïðîöåäóð.Òàê ÷òî æå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÌÊÝ? Åñëè íå ïîáîÿòüñÿ îáðóøèòü íàñâîþ ãîëîâó ñâÿùåííûé ãíåâ ðûöàðåé ÌÊÝ, òî î÷åíü ãðóáî è íåòî÷íîìîæíî áûëî áû ñêàçàòü, ÷òî ÌÊÝ � ýòî õîðîøèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ õî-ðîøèõ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Îäíàêî ëó÷øå áûëî áû ñêàçàòü, ÷òî ÌÊÝ � ýòîñïîñîá ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé êîíòèíóàëüíîé ñðåäû, îïèñûâà-åìîé êðàåâûìè çàäà÷àìè äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîõðàíÿþ-ùèé âàæíåéøèå ñâîéñòâà ïîñëåäíåé. Íî è ýòî îïðåäåëåíèå íå îòðàæàåòïîëíîñòüþ ñóùåñòâà äåëà. Åñëè ñìîòðåòü øèðå, òî ÌÊÝ � ýòî òåõíîëîãèÿðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ÝÂÌ.Íàïðàøèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïàðàëëåëü ìåæäó ýâîëþöèåé ïîíÿòèé ðå-



2. Äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à 11øåíèÿ è ðàçíîñòíîé ñõåìû. Íà ïåðâûõ ýòàïàõ èññëåäîâàíèÿ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé ïîä ðåøåíèåì ïîíèìàëàñü �óíêöèÿ, çàäàâàåìàÿ àíàëè-òè÷åñêè, è, òåì ñàìûì, ïîääàþùàÿñÿ ïîëíîìó àíàëèçó. Ïî ìåðå óñëîæ-íåíèÿ óðàâíåíèé è çàäà÷ äëÿ íèõ ïðàâà ãðàæäàíñòâà îáðåëè ðåøåíèÿ,çàäàâàåìûå ðÿäàìè èëè èíòåãðàëàìè. È, íàêîíåö, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîäðåøåíèåì ÷àùå âñåãî ïîíèìàþò ÷èñëåííîå ðåøåíèå. ×òîáû ïðîàíàëèçè-ðîâàòü êàêîå-ëèáî ÿâëåíèå, òåïåðü óæå íóæíî ïðîâåñòè ñåðèþ ðàñ÷åòîâïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿïàðàìåòðîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ìîìåíòà çàðîæäåíèÿ ïîíÿòèÿ ðàçíîñò-íîé ñõåìû è äî íåäàâíåãî âðåìåíè èñïîëüçóåìàÿ â ðàñ÷åòàõ ðàçíîñòíàÿñõåìà äîëæíà áûëà áûòü âûïèñàíà â ÿâíîì âèäå. Ýòî áûëî íåîáõîäèìî íåòîëüêî äëÿ òîãî,÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü íåïîñðåäñòâåííûåâû÷èñëåíèÿ èëè ïðîãðàììèðîâàòü íà ÝÂÌ, íî è ÷òîáû îöåíèòü òàêèå êà-÷åñòâà ñõåìû êàê ñèììåòðèÿ, àïïðîêñèìàöèÿ, óñòîé÷èâîñòü, ñõîäèìîñòüè äð. Ëèøü ñ ðàçâèòèåì òåõíîëîãèè ÌÊÝ îò ýòîãî òðåáîâàíèÿ óäàëîñüîòêàçàòüñÿ è äîâîëüñòâîâàòüñÿ àëãîðèòìîì ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû àëãåáðà-è÷åñêèõ óðàâíåíèé, âìåñòî ÿâíîãî èõ âèäà. Ïðè ýòîì îñíîâíûå ñâîéñòâàñõåìû îêàçûâàþòñÿ íå çàâèñÿùèìè îò åå ÿâíîãî âèäà.Ìû ïîñòîÿííî ïîä÷åðêèâàåì áëèçîñòü ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé èÌÊÝ, îäíàêî èìååòñÿ ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè ìåòîäàìèâ ïîäõîäå ê ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ � â ïåðâîì èç íèõ àïïðîêñèìèðóåò-ñÿ óðàâíåíèå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, à âî âòîðîì � ñàìî èñêîìîå ðåøåíèå.Òàêàÿ òåñíàÿ ñâÿçü �îðìóëèðîâêè ÌÊÝ ñ ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì îáÿ-çûâàåò íàñ ïîäîéòè ê ïîíÿòèþ ðåøåíèÿ ñ á�îëüøèì âíèìàíèåì, ÷åì ýòîáûëî áû íåîáõîäèìî ïðè èçëîæåíèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.2. Äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷àÊðàåâûå çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåÿâëÿþòñÿ òåì îáúåêòîì, ãäå íàèáîëåå ïîëíî ïðîÿâèëèñü äîñòîèíñòâà ìå-òîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ � áåçóñëîâíî, ïàëüìà ïåðâåíñòâà çäåñü ïðèíàä-ëåæèò äâóìåðíûì è òðåõìåðíûì çàäà÷àì. Îäíàêî äâóõòî÷å÷íûå êðàå-âûå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòóþ, íî äîñòàòî÷íî ñîäåðæàòåëüíóþìîäåëü, íà ïðèìåðå êîòîðîé ìîæíî îñâåòèòü ìíîãèå îñíîâíûå àñïåêòû



12 Ëåêöèÿ 1ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.�àññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè �óíêöèè u := u(x), 0 6 x 6 1,êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà
Lu := − d

dx
(p(x)

du

dx
) + q(x)u = f(x), 0 < x < 1 (1)è ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

u(0) = u(1) = 0. (2)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìèïåðâîãî ðîäà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ êîý��èöèåíòîâ p(x) è q(x)óðàâíåíèÿ (1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ
p(x) > c0 = 
onst > 0, q(x) > 0. (3)Óðàâíåíèåì (1) îïèñûâàåòñÿ öåëûé ðÿä óñòàíîâèâøèõñÿ �èçè÷åñêèõ ïðî-öåññîâ, çàâèñèìîñòü êîòîðûõ îò äâóõ äðóãèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåí-íûõ ëèáî íåñóùåñòâåííà, ëèáî âîâñå îòñóòñòâóåò. Åñëè ââåñòè â ðàññìîò-ðåíèå âåëè÷èíó

w(x) := −p(x)
du

dx
, (4)íàçûâàåìóþ ïîòîêîì, òî óðàâíåíèå (1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âûðà-æåííûé â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû, à(4) òîãäà åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå òîãî êîíêðåòíîãî �èçè÷åñêîãîçàêîíà, êîòîðûé ëåæèò â îñíîâå îïèñûâàåìîãî ïðîöåññà. Íàïðèìåð, â òåî-ðèè òåïëîïðîâîäíîñòè ýòî çàêîí Ôóðüå, â òåîðèè �èëüòðàöèè æèäêîñòèè ãàçà � çàêîí Äàðñè, â òåîðèè äè��óçèè � çàêîí Íåðíñòà è ò.ä.3. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèåÏóñòü I = {x| 0 6 x 6 1} � çàìêíóòûé îòðåçîê, à I = {x| 0 < x < 1} �åãî âíóòðåííÿÿ ÷àñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cm(I), m = 0, 1, . . . ìíîæåñòâî�óíêöèé, çàäàííûõ íà I è èìåþùèõ òàì íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äîïîðÿäêà m.



3. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå 13Îïðåäåëåíèå 1. �åøåíèåì (êëàññè÷åñêèì) çàäà÷è (1), (2) íàçûâàåò-ñÿ òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ íà çàìêíóòîì îòðåçêå I è äâàæäû íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìàÿ íà èíòåðâàëå I �óíêöèÿ u(x) (u(x) ∈ C2(I)
⋂

C(I)),êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2) è â êàæäîé òî÷êå x ∈ Iîáðàùàåò óðàâíåíèå (1) â òîæäåñòâî.Ïóñòü
p(x) ∈ C1(I), q(x) ∈ C(I), f(x) ∈ C(I). (5)Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî èìååò ìåñòîÒåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3), (5), òî ðåøåíèå çàäà÷è (1),(2) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.Óñëîâèÿ (3), âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâåííî îñëàáèòü íåëüçÿ. Åñëè, íà-ïðèìåð, ðàçðåøèòü êîý��èöèåíòó p(x) îáðàùàòüñÿ â íóëü, òî ðåøåíèÿçàäà÷è (1), (2) ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü.Ïðèìåð 1. Ïóñòü, íàïðèìåð,

p(x) ≡ x, q(x) ≡ 0, f(x) ≡ 1. (6)Òîãäà îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) áóäåò �óíêöèÿ u = c1 + c2 lnx− x.×òîáû óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (2) ïðè x = 1 íóæíî ïîëîæèòü
c1 = 1, à ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðè x = 0, íåîáõîäèìûðàâåíñòâà c1 = c2 = 0. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî c1 è c2 ïåðåîïðåäåëåíà, íåñîâìåñòíà, è, ñëåäîâà-òåëüíî, çàäà÷à (1), (2), (6) ðåøåíèÿ íå èìååò.Åñëè æå îòêàçàòüñÿ îò âòîðîãî èç óñëîâèé (3), òî ïîÿâÿòñÿ ñëó÷àè,êîãäà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) ëèáî íå ñóùåñòâóåò, ëèáî ñóùåñòâóåò, íî íååäèíñòâåííî.Ïðèìåð 2. Åñëè êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ-ìè

p(x) ≡ 1, q(x) ≡ f(x) = −π2, (7)òî îáùèì ðåøåíèåì ðàññìàòðèâàåìîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ áó-äåò �óíêöèÿ u(x) = c1 sin πx + c2 cos πx + 1, êîòîðàÿ íè ïðè êàêèõ çíà÷å-íèÿõ c1 è c2 íå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2) è çàäà÷à (1), (2),(7) ðåøåíèÿ íå èìååò.



14 Ëåêöèÿ 1Ïðèìåð 3. Åñëè
p(x) ≡ 1, q(x) ≡ −π2, f(x) ≡ 2π cos πx,òî �óíêöèÿ u(x) = (c1 − x) sinπx áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) ïðèëþáîì c1 = 
onst, ò.å. ðåøåíèå íååäèíñòâåííî.Îáðàòèìñÿ ê óñëîâèÿì (5). ×òî áóäåò, åñëè, íàïðèìåð, f(x)∈C(I)? Òà-êîå ïðåäïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåàëüíûì. Åñëè ïðèíÿòü, íàïðèìåð,òåïëîâóþ èíòåðïðåòàöèþ óðàâíåíèÿ (1), òî f(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîò-íîñòü ðàñïðåäåëåííûõ òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ, êîòîðûå âïîëíå ìîãóò áûòüðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îäíîé ÷àñòè I è ïîëíîñòüþ îòñóòñòâîâàòü íàäðóãîé. ßñíî, ÷òî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1 çàäà÷à (1), (2) ðåøåíèÿ èìåòüíå áóäåò. È äåëî íå òîëüêî â òîì, ÷òî óðàâíåíèå (1) òåðÿåò ñìûñë â òî÷êåðàçðûâà �óíêöèè f(x). Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò �óíê-öèè, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿëà áû óðàâíåíèþ (1) íà ó÷àñòêàõ íåïðåðûâíîñòè

f(x) è â òî æå âðåìÿ ïðèíàäëåæàëà ïðîñòðàíñòâó C2(I).Ïðèìåð 4. Åñëè, íàïðèìåð,
p(x) ≡ 1, q(x) ≡ 0, f(x) =

{
f1 = 
onst, 0 < x < ξ < 1,

f2 = 
onst, ξ < x < 1,
(8)òî ìíîæåñòâî �óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íà (0, ξ) è íà (ξ, 1) óðàâíåíèþ(1), (8) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóõïàðàìåòðè÷å-ñêîå ñåìåéñòâî, çàäàâàåìîå ñîîòíîøåíèåì

u(x) =

{
c1x − f1x

2/2, 0 6 x < ξ,

c2(1 − x) + f2x(1 − x)/2, ξ < x 6 1.
(9)Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòà �óíêöèÿ ïðèíàäëåæàëà C2(I), íåîáõîäèìî, ÷òîáûîíà ïî êðàéíåé ìåðå áûëà íåïðåðûâíîé â òî÷êå ξ è èìåëà â ýòîé òî÷êåíåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ. Âûáèðàÿ ïàðàìåòðû c1 è c2 â (9) ñ ó÷åòîìóêàçàííûõ òðåáîâàíèé, íàõîäèì, ÷òî åäèíñòâåííîé äè��åðåíöèðóåìîé(îäèí ðàç) íà I �óíêöèåé ñåìåéñòâà (9) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ

u(x) =
1

2

{
x[f2 − f1x + ξ(2 − ξ)(f1 − f2)], 0 6 x 6 ξ,

(1 − x)[f2x + ξ2(f1 − f2)], ξ 6 x 6 1,
(10)



4. Îáîáùåííûå �óíêöèè è îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå 15êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ïðè f1 6= f2 íå ïðèíàäëåæèò C2(I). Çàäà÷à (1), (8), (2)ðåøåíèÿ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1 íå èìååò.Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèäàòü ñìûñë ýòîé çàäà÷å è ïðè f(x)∈C(I), íåîáõî-äèìî ðàñøèðèòü ïîíÿòèå ðåøåíèÿ â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ:� îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû ðåøåíèå íåïðåìåííî ïðèíàäëåæàëî
C2(Ī),� îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ óðàâíåíèÿ â êàæäîé òî÷êå.Îäíàêî äåëàòü ýòî íóæíî äîñòàòî÷íî îñòîðîæíî, ÷òîáû íå íàðóøèòüåäèíñòâåííîñòü è ÷òîáû ðåøåíèå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1 îñòàâàëîñü ïîâîçìîæíîñòè (ñì. çàìå÷àíèå 4) ðåøåíèåì è â áîëåå øèðîêîì ñìûñëå.
4. Îáîáùåííûå �óíêöèè è îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå×òîáû äàòü æåëàåìîå ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ, íàì íåîáõîäèìîââåñòè â ðàññìîòðåíèå ñóùåñòâåííî íîâîå ïîíÿòèå � ïîíÿòèå îáîáùåííîéïðîèçâîäíîé. Ñäåëàåì ìû ýòî îäíîâðåìåííî ñ ââåäåíèåì ïîíÿòèÿ îáîá-ùåííîé �óíêöèè. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü �óíêöèè, çàäàííûåíà âñåé îñè Ox. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ñîâîêóïíîñòü âñåõ �óíêöèé ϕ(x), êî-òîðûå áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìû íà îñè Ox è �èíèòíû. Ïîñëåäíååîçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ �óíêöèÿ ϕ(x) ∈ D òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ âíåíåêîòîðîãî îòðåçêà: ϕ(x) ≡ 0, åñëè x∈(a, b); ÷èñëà a è b � ñâîè äëÿ êàæ-äîé �óíêöèè ϕ(x). Åñëè ϕ(x) 6= 0 ïðè x ∈ (a, b), òî çàìûêàíèå óêàçàííîãîîòðåçêà (a, b) = [a, b] íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì �óíêöèè ϕ(x) è îáîçíà÷àåòñÿêàê suppϕ(x).Ïðèìåðàìè �óíêöèé èç D ìîãóò ñëóæèòü: �óíêöèÿ "øàïî÷êà"

ω(x) =





e
−

1

1 − x2 , |x| < 1,

0, |x| > 1,åå ïðîèçâîäíûå è ñäâèãè, èõ ïðîèçâåäåíèÿ ñ äðóãèìè áåñêîíå÷íî äè��å-ðåíöèðóåìûìè �óíêöèÿìè èç C∞ è èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè.Áóäåì íàçûâàòü �óíêöèè èç D îñíîâíûìè.



16 Ëåêöèÿ 1Îáîáùåííîé �óíêöèåé f (íàä ïðîñòðàíñòâîì D) íàçûâàåòñÿ âñÿêèéëèíåéíûé íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå îñíîâ-íûõ �óíêöèé D.Çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà (îáîáùåííîé �óíêöèè) f íà îñíîâíîé �óíêöèè
ϕ áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå (f, ϕ).Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì îáîáùåííîé �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ �óíêöèîíàë,ïîðîæäåííûé ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé íà Ox �óíêöèåé ∗) f(x):

(f, ϕ) :=

∫ ∞

−∞
f(x)ϕ(x)dx. (11)Îáîáùåííûå �óíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ëîêàëüíî ñóììèðóåìûìè íà Ox�óíêöèÿìè ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ (11), íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè îáîá-ùåííûìè �óíêöèÿìè. Èìåííî ñ íèìè ìû è áóäåì èìåòü äåëî. Îñòàëüíûåîáîáùåííûå �óíêöèè íàçûâàþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè.Ïðèìåð ñèíãóëÿðíîé îáîáùåííîé �óíêöèè äàåò äåëüòà-�óíêöèÿ Äè-ðàêà:

(δ, ϕ) = ϕ(0). (12)Ïóñòü f(x) ∈ C1(−∞,∞), a ϕ(x) � îñíîâíàÿ �óíêöèÿ, ò.å. ϕ ∈ D.Òîãäà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì
(f ′, ϕ) =

∫ ∞

−∞
f ′(x)ϕ(x)dx = −

∫ ∞

−∞
f(x)ϕ′(x)dx = −(f, ϕ′).Ýòî ðàâåíñòâî è ïðèíèìàåòñÿ çà îïðåäåëåíèå îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîéîáîáùåííîé �óíêöèè: åñëè f � îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ, òî äðóãàÿ îáîá-ùåííàÿ �óíêöèÿ, îáîçíà÷àåìàÿ f ′ è îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì

(f ′, ϕ) = −(f, ϕ′), (13)íàçûâàåòñÿ åå îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé. Âñå îáîáùåííûå �óíêöèè ÿâëÿ-þòñÿ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûìè (â îáîáùåííîì ñìûñëå).Ïîêàæåì, íàïðèìåð, êàê äè��åðåíöèðóåòñÿ ðàçðûâíàÿ �óíêöèÿ.Ïóñòü χ(x) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà, èëè "ñòóïåíüêà", ò.å.
χ(x) =

{
0, −∞ < x < 0,

1, 0 < x < ∞.
(14)

∗)Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé íà −∞ < x < ∞, åñëè èíòåãðàë Ëåáåãà îò ååìîäóëÿ ïî ëþáîìó êîíå÷íîìó îòðåçêó îãðàíè÷åí.



4. Îáîáùåííûå �óíêöèè è îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå 17Ôóíêöèÿ χ(x) ëîêàëüíî ñóììèðóåìà, è îïðåäåëÿåìàÿ åþ îáîáùåííàÿ �óíê-öèÿ åñòü
(χ, ϕ) =

∫ ∞

0

ϕdx.Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ýòîé îáîáùåííîé �óíêöèè. Â ñèëó (13) è (12)
(χ′, ϕ) = −(χ, ϕ′) = −

∫ ∞

0

ϕ′(x)dx = ϕ(0) = (δ, ϕ).Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðîèçâîäíîé "åäèíè÷íîé ñòóïåíüêè" ÿâëÿåòñÿ äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà.Íàéäåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ
(χ′′, ϕ) = −(χ′, ϕ′) = (χ, ϕ′′) =

∫ ∞

0

ϕ′′(x)dx = −ϕ′(0) = −(δ, ϕ′) = (δ′, ϕ).Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ v(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ñîáî-ëåâà
Hm(I) ≡ Wm

2 (I), m = 0, 1, . . . ,åñëè
‖v‖m,I ≡ ‖v‖m :=

[∫ 1

0

(v2 + v′
2

+ ... + v(m)2)dx

]1/2

< ∞, (15)ãäå v(k) � îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ k-ãî ïîðÿäêà.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà H0(I) åñòü íå ÷òî èíîå êàê õî-ðîøî èçâåñòíîå ïðîñòðàíñòâî L2(I).Ââåäåì òàêæå â ðàññìîòðåíèå ïîäïðîñòðàíñòâî Hm
0 (I) ïðîñòðàíñòâà

Hm(I), ïîëàãàÿ
Hm

0 (I) :={v(x)∈Hm(I)|v(0) = ... = v(m−1)(0) = v(1) = ... = v(m−1)(1) = 0}.(16)Çàìå÷àíèå 1. Òàê æå êàê ïðîñòðàíñòâî L2(I) ÿâëÿåòñÿ ïîïîëíåíèåìïî íîðìå
‖v‖0 = (

∫ 1

0

v2dx)1/2ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé Ñ(Ī) (è äàæå ïðîñòðàíñòâà áåñêîíå÷-íî äè��åðåíöèðóåìûõ �èíèòíûõ íà I �óíêöèé) ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà
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Hm(I) ÿâëÿåòñÿ ïîïîëíåíèåì ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðó-åìûõ �óíêöèé Cm(Ī) ïî íîðìå (15). Ïðè ýòîì ïîïîëíåíèåì ïî óêàçàí-íîé íîðìå ïðîñòðàíñòâà áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõ �èíèòíûõ íà I�óíêöèé áóäåò ïðîñòðàíñòâî Hm

0 (I).5. �åøåíèå ïî÷òè âñþäóÎáîçíà÷èì ÷åðåç C∞
0 (I) ïðîñòðàíñòâî �èíèòíûõ áåñêîíå÷íî äè��å-ðåíöèðóåìûõ �óíêöèé, íîñèòåëü êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò I.Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ u(x) ∈ H2(I)

⋂
H1

0(I) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì(ïî÷òè âñþäó) çàäà÷è (1), (2), åñëè
(Lu − f, v) :=

∫ 1

0

(Lu − f)vdx = 0 ∀v ∈ C∞
0 (I). (17)Çàìå÷àíèå 2. Òðåáîâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè u(x) ïðîñòðàíñòâó H1

0(I)ïîíàäîáèëîñü èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñïåöèàëüíî íå îãîâàðèâàòüâûïîëíåíèå äëÿ u(x) ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2), èáî äëÿ êàæäîé �óíêöèèèç H1
0(I) îíè âûïîëíåíû.Òåîðåìà 2. Åñëè f(x) ∈ L2(I), q(x) îãðàíè÷åíà íà I, à p(x) èìååò îãðà-íè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ, òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (3) ðåøåíèå (ïî÷òèâñþäó) çàäà÷è (1), (2) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè �óíêöèÿ u(x) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) â ñìûñëåîïðåäåëåíèÿ 1 è ïðèíàäëåæèò H2(I), òî îíà áóäåò ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷èè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.Íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ2 ìîæåò íå óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (1) íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì ìíîæå-ñòâå, íàïðèìåð, íà öåëîì îòðåçêå õîòÿ è ñêîëü óãîäíî ìàëîé äëèíû. Åñëè

u(x) åñòü ðåøåíèå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2, òî Lu− f ìîæåò áûòü îòëè÷-íî îò íóëÿ èëè áûòü íåîïðåäåëåííûì ëèøü íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü, ò.å.
(Lu − f) = 0 ïî÷òè âñþäó íà I.Çàìå÷àíèå 3. Ìîæåò ñëîæèòüñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî â îïðåäåëåíèè 2 ìûîòêàçûâàåìñÿ îò òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíîñòè íå òîëüêî âòîðûõ ïðîèçâîä-íûõ ðåøåíèÿ, íî è ïåðâûõ (ñì. îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà H2(I)). Íà ñà-ìîì äåëå ýòî íå òàê. Â ñèëó òåîðåìû âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà H2(I) ⊂ C1(Ī),



6. Óïðàæíåíèÿ 19ò.å. âñÿêàÿ �óíêöèÿ èç H2(I) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà, à, ñëåäîâà-òåëüíî, è íåïðåðûâíà.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ýòî çàìå÷àíèå è âíîâü îáðàùàÿñü ê çàäà÷å (1),(8), (2) íàõîäèì, ÷òî �óíêöèÿ (10) ÿâëÿåòñÿ åå ðåøåíèåì â ñìûñëå îïðå-äåëåíèÿ 2. Åñëè æå â (10) f1 = f2, ò.å. f(x) ∈ C(I), òî ðåøåíèå â ñìûñëåîïðåäåëåíèÿ 2 ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.Çàìå÷àíèå 4. Íå âñÿêîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïî-÷òè âñþäó. Íàïðèìåð, êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) ñ êîý��è-èåíòàìè p(x) ≡ 1, q(x) ≡ 0 è f(x) = x−α, 1 6= α < 2 ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ
u(x) = [(2 − α)(1 − α)]−1 (x − x2−α) ∈ C2(I)

⋂
C(Ī),êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò H2(I) òîëüêî ïðè α < 1/2.6. Óïðàæíåíèÿ1. Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïîñòàâèòü íåîäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåð-âîãî ðîäà è â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 1 äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèí-ñòâåííîñòü êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.2. Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïîñòàâèòü äðóãèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (íå ïåðâîãîðîäà) è äàòü îïðåäåëåíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.3. Äàòü îáúÿñíåíèå ïðèìåðîâ 2 è 3.4. Ïóñòü ξ ∈ (0, 1), I1 = (0, ξ), I2 = (ξ, 1) . Íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è(1), (2) òàêóþ �óíêöèþ u(x) ∈ C2(I1

⋃
I2)
⋂

C1(I)
⋂

C(Ī), êîòîðàÿ óäî-âëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2) è â êàæäîé òî÷êå x ∈ I1

⋃
I2 îáðàùà-åò óðàâíåíèå (1) â òîæäåñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (5)

u ∈ C2(I) è ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.5. Äàòü îïðåäåëåíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è:
u′′′′ = f(x), x ∈ I, u(0) = u′′(0) = u(1) = u′(1) = 0.6. Äîêàçàòü áåñêîíå÷íóþ äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíêöèè "øàïî÷êà"ω(x).7. Äàòü îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ ïî÷òè âñþäó äëÿ çàäà÷è èç óïðàæíå-íèÿ 1.



20 Ëåêöèÿ 18. Íàéòè ðåøåíèå èç H1
0(0, 1)

⋂
H2(0, 1) óðàâíåíèÿ pu′′ = 1, ãäå

p =

{
p1 0 < x < 1/2,

p2 1/2 < x < 1.9. Äëÿ óðàâíåíèÿ (1), (6) ïîñòàâèòü òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êî-òîðûõ ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.



Ëåêöèÿ 2
ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅ

1. ÊîíòðïðèìåðÂ ïðåäûäóùåé ëåêöèè íàì óäàëîñü îïðåäåëèòü ðåøåíèå äëÿ òîãî ñëó-÷àÿ, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü f(x) óðàâíåíèÿ (1.1) èìååò ðàçðûâû.∗) Íó, à ÷òîáóäåò, åñëè ðàçðûâíà �óíêöèÿ p(x)? (Ýòî ïðåäïîëîæåíèå òàêæå íå ÿâ-ëÿåòñÿ àáñóðäíûì. Íàïðèìåð, ïðè òðàêòîâêå óðàâíåíèÿ (1.1) êàê óðàâ-íåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, p(x) åñòü ìîäóëü Þíãà è åñëè ðàçíûå ÷àñòè ñæèìà-åìîãî áðóñà èçãîòîâëåíû èç ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ, òî âïîëíå åñòåñòâåííî,÷òî êîý��èöèåíò p(x) áóäåò êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì). �àçóìååòñÿ, â ñìûñëåîïðåäåëåíèÿ 1.1 çàäà÷à (1.1), (1.2) â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ èìåòü íå áóäåò.Îäíàêî, íå áóäåò îíà èìåòü ðåøåíèÿ è â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.2. ×òîáûïîÿñíèòü ïîñëåäíåå, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèéÏðèìåð 1. Ïóñòü â (1.1)
p(x) =

{
p1 = 
onst > 0, 0 < x < ξ,

p2 = 
onst > 0, ξ < x < 1,
q(x) ≡ 0, f(x) ≡ 1. (1)Ôîðìàëüíî ïîäåëèâ óðàâíåíèå (1.1), (1) ïðè x ∈ (0, ξ)

⋃
(ξ, 1) íà p(x), ìûïðèõîäèì ê çàäà÷å èç ïðèìåðà 1.4 ñ fi = 1/pi è ðåøåíèåì (1.10), êîòîðîå

∗)Ïðè ññûëêàõ íà �îðìóëû, òåîðåìû, îïðåäåëåíèÿ è ò.ä. èç äðóãèõ ëåêöèé áóäåì óêàçûâàòü îäíî-âðåìåííî è íîìåð ëåêöèè è íîìåð �îðìóëû. Íàïðèìåð, çàïèñü (4.11) áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî èìååòñÿ ââèäó �îðìóëà (11) èç ÷åòâåðòîé ëåêöèè. 21



22 Ëåêöèÿ 2â íàøåì ñëó÷àå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
u(x) =

1

2

{
x[1/p2 − x/p1 + ξ(2 − ξ)(1/p1 − 1/p2)], 0 6 x 6 ξ,

(1 − x)[x/p2 + ξ2(1/p1 − 1/p2)], ξ 6 x 6 1.
(2)Ýòà �óíêöèÿ ïðèíàäëåæèò H2(I)

⋂
H1

0(I), íî âñå æå íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-åì çàäà÷è (1.1), (1), (1.2) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.2, èáî äëÿ íåå íå âûïîë-íÿåòñÿ óðàâíåíèå (1.17). Íå âûïîëíÿåòñÿ íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî Lu− f = 0ïðè x ∈ (0, ξ)
⋃

(ξ, 1) è, ñëåäîâàòåëüíî,
∫ ξ

0

(Lu − f)vdx +

∫ 1

ξ

(Lu − f)vdx = 0. (3)Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå. Òàê êàê u(x) èç (2) ïðèíàäëåæèò C1(I), à
p(x) ðàçðûâíà â òî÷êå x = ξ, òî p(x)u′(x) òàêæå ðàçðûâíà â ýòîé òî÷êå(åñëè, êîíå÷íî, u′(ξ) 6= 0). Íî ÷òîáû ïîäñòàâèòü u(x) â óðàâíåíèå (1.17)íóæíî �óíêöèþ p(x)u′(x) ïðîäè��åðåíöèðîâàòü. Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîéòåîðèè ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ, îäíàêî ìîæíî âû÷èñëèòü îáîáùåííóþ ïðî-èçâîäíóþ ýòîé �óíêöèè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ(1.13). Èòàê, Lu − f åñòü îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ, ò.å. ëèíåéíûé íåïðåðûâ-íûé �óíêöèîíàë, êîòîðûé íà ëþáîé �óíêöèè èç C∞

0 (I) çàäàåòñÿ ñîîòíî-øåíèåì (Lu − f, v). Ñ ó÷åòîì âèäà (1.1) îïåðàòîðà L èìååì
(Lu − f, v) = −

(
d

dx

(
p
du

dx

)
, v

)
+ (qu − f, v), (4)à ïî îïðåäåëåíèþ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé

(
− d

dx

(
p
du

dx

)
, v

)
=

(
p
du

dx
,
dv

dx

)
. (5)Âòîðîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè (4) è ïðàâàÿ ÷àñòü (5) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéîáîáùåííûå �óíêöèè, ïîðîæäåííûå îáû÷íûìè ëîêàëüíî ñóììèðóåìûìè�óíêöèÿìè è, ñëåäîâàòåëüíî,

(Lu − f, v) =

∫ 1

0

(pu′v′ + quv − fv)dx. (6)



2. Çàäà÷à î ìèíèìóìå êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèîíàëà 23Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü (6) ïðè ïîìîùè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.Èìååì
∫ 1

0

(pu′v′ + quv − fv)dx =

=

∫ ξ

0

(pu′v′ + quv − fv)dx +

∫ 1

ξ

(pu′v′ + quv − fv)dx =

=

∫ ξ

0

[−(pu′)′ + qu − f ]vdx + pu′v|ξ0 +

∫ 1

ξ

[−(pu′)′ + qu − f ]vdx + pu′v|1ξ.Òàê êàê v(0) = v(1) = 0, à u′(ξ) è v(x) íåïðåðûâíû ïðè x = ξ, òî îòñþäàè èç (6), (3) çàêëþ÷àåì, ÷òî
(Lu − f, v) =

∫ ξ

0

(Lu − f)vdx +

∫ 1

ξ

(Lu − f)vdx+ (7)
+p(x)u′(x)v(x)|x=ξ−0 − p(x)u′(x)v(x)|x=ξ+0 = (p1 − p2)u

′(ξ)v(ξ) 6= 0.Ïîñêîëüêó ýòî ñîîòíîøåíèå ïðîòèâîðå÷èò (1.17), òî �óíêöèÿ u(x) èç (2)íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïî÷òè âñþäó çàäà÷è (1.1), (1), (1.2).Çàìå÷àíèå 1. Èç (7) ñëåäóåò, ÷òî åñëè êîý��èöèåíò p(x) ðàçðûâåí âòî÷êå x = ξ, à u(x) ∈ H2(I), òî Lu − f ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíãóëÿðíóþîáîáùåííóþ �óíêöèþ, èìåííî, ñîñðåäîòî÷åííóþ â òî÷êå x = ξ äåëüòà-�óíêöèþ Äèðàêà, óìíîæåííóþ íà ñêà÷îê p(x) â ýòîé òî÷êå è −u′(x), èáîñîãëàñíî (1.12)
[p(ξ − 0) − p(ξ + 0)]u′(ξ)v(ξ) =

= −[p(ξ + 0) − p(ξ − 0)](u′(x)δ(x− ξ), v(x)).

2. Çàäà÷à î ìèíèìóìå êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèîíàëà.Îáîáùåííîå ðåøåíèåÏðåæäå ÷åì äàâàòü íîâîå ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ, äåëàþùåå ðàç-ðåøèìîé è çàäà÷ó (1.1), (1), (1.2), ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìóþ çàäà÷ó î



24 Ëåêöèÿ 2ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êâàäðàòè÷íûé �óíê-öèîíàë
J(w) :=

1

2

∫ 1

0

[
p(x)

(
dw

dx

)2

+ q(x)w2

]
dx −

∫ 1

0

f(x)wdx. (8)Ïóñòü p(x) è q(x) ñóììèðóåìû è îãðàíè÷åíû íà I, à f(x) ∈ L2(I). Òîãäà�óíêöèîíàë (8) íåïðåðûâåí íà H1(I). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî p(x) è
q(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1.3) è ïîñòàâèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè îáîòûñêàíèè �óíêöèè u(x) ∈ H1

0(I), äîñòàâëÿþùåé ìèíèìóì �óíêöèîíàëó(8)
u(x) ∈ H1

0(I) : J(u) = inf
w∈H1

0 (I)
J(w). (9)Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå áèëèíåéíóþ �îðìó

a(v, w) :=

∫ 1

0

[p(x)v′(x)w′(x) + q(x)v(x)w(x)]dx, (10)ò.å. �îðìó, ëèíåéíóþ ïî êàæäîìó èç ñâîèõ äâóõ àðãóìåíòîâ, è ëèíåéíóþ�îðìó
l(w) :=

∫ 1

0

f(x)w(x)dx. (11)Î÷åâèäíî, ÷òî áèëèíåéíàÿ �îðìà a(v, w) ñèììåòðè÷íà, à â ñèëó (1.3)îòâå÷àþùàÿ åé êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà íåîòðèöàòåëüíà, ò.å.
a(v, w) = a(w, v), a(v, v) > 0. (12)Ñ èñïîëüçîâàíèåì (10), (11) �óíêöèîíàë (8) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

J(w) =
1

2
a(w, w) − l(w). (13)Íàðÿäó ñ çàäà÷åé (9) î ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà (13) ââåäåì â ðàñ-ñìîòðåíèå ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: ñðåäè �óíêöèé H1

0(I) íàéòè òàêóþ, êîòî-ðàÿ ïðè ëþáîé �óíêöèè v(x) ∈ H1
0(I) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

a(u, v) = l(v). (14)Áîëåå êîðîòêî ñ�îðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à çàïèñûâàåòñÿ òàê: íàéòè
u(x) ∈ H1

0(I) : a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H1
0(I). (15)Çàäà÷à (15) íàçûâàåòñÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷åé, à óðàâíåíèå (14) � âàðè-àöèîííûì óðàâíåíèåì. Èìååò ìåñòî



2. Çàäà÷à î ìèíèìóìå êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèîíàëà 25Òåîðåìà 1. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè (9) è âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (15) ýêâè-âàëåíòíû.Äîêàçàòåëüñòâî. 1◦. Ïóñòü u(x) � ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè(9). Ïîêàæåì, ÷òî u(x) îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì è âàðèàöèîííîéçàäà÷è (15). Ïðåäñòàâèì ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ w ∈ H1
0(I) â âèäå w =

u+ tv, ãäå t � ÷èñëîâîé ïàðàìåòð, à v � òîæå ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ. Íàîñíîâàíèè (12)
a(w, w) = a(u + tv, u + tv) = a(u, u) + 2ta(u, v) + t2a(v, v)è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (13)

J(w) = J(u) + t[a(u, v)− l(v)] +
t2

2
a(v, v).Òåì ñàìûì, J(u + tv) êàê �óíêöèÿ t ïðè �èêñèðîâàííûõ u(x) è v(x)åñòü êâàäðàòè÷íûé ìíîãî÷ëåí, ìèíèìóì êîòîðîãî äîñòèãàåòñÿ òàì, ãäååãî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ

d

dt
J(u + tv) = [a(u, v) − l(v)] + ta(v, v)îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû â ñèëó (9)

J(u) 6 J(u + tv)è, ñëåäîâàòåëüíî, J(u + tv) êàê �óíêöèÿ t èìååò ìèíèìóì â òî÷êå t = 0.Ñîïîñòàâëÿÿ ýòè äâà �àêòà, íàõîäèì, ÷òî ìèíèìóì ðåàëèçóåòñÿ ïðè âû-ïîëíåíèè óñëîâèÿ a(u, v) − l(v) = 0. Òåì ñàìûì, u(x) � ðåøåíèå âàðèà-öèîííîé çàäà÷è (15).
2◦. Ïóñòü òåïåðü u(x) � ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è (15). Äîêàæåì,÷òî u(x) ìèíèìèçèðóåò �óíêöèîíàë (13). Îöåíèì çíà÷åíèå ýòîãî �óíê-öèîíàëà ñíèçó. Êàê è âûøå, ñ ó÷åòîì (12) è (13) íàõîäèì, ÷òî

J(w) = J(u + v) = J(u) + [a(u, v) − l(v)] +
1

2
a(v, v).Ïî ïðåäïîëîæåíèþ u(x) åñòü ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è è, ñëåäîâà-òåëüíî, âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òåì ñàìûì,

J(w) = J(u) +
1

2
a(v, v).



26 Ëåêöèÿ 2Íî â ñèëó (12) a(v, v) íåîòðèöàòåëüíà è, ñëåäîâàòåëüíî,
J(w) > J(u).À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî u(x) ìèíèìèçèðóåò J(w).Çàìå÷àíèå 2. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ïðàêòè÷åñêè íèãäå íåèñïîëüçîâàëñÿ êîíêðåòíûé âèä a(u, v) è l(v), ðàâíî êàê è êîíêðåòíûéâèä ïðîñòðàíñòâà, ãäå èùåòñÿ ðåøåíèå. Åäèíñòâåííàÿ àïåëëÿöèÿ ê âèäó

a(v, v) áûëà âûçâàíà íåîáõîäèìîñòüþ îáîñíîâàíèÿ åå íåîòðèöàòåëüíîñòè.Òåì ñàìûì, óòâåðæäåíèå îá ýêâèâàëåíòíîñòè óêàçàííûõ �îðìóëèðîâîêîñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è ïðè äðóãèõ ðåàëèçàöèÿõ a(u, v) è l(v) è äëÿðåøåíèé èç äðóãèõ ïðîñòðàíñòâ, ëèøü áû íà ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ a(v, v)áûëà íåîòðèöàòåëüíà.Òåîðåìà 2. �åøåíèå ïî÷òè âñþäó çàäà÷è (1.1), (1.2) äîñòàâëÿåò ìè-íèìóì �óíêöèîíàëó (8) â H1
0(I). Ôóíêöèÿ u(x) ∈ H2(I)

⋂
H1

0(I), ìèíè-ìèçèðóþùàÿ J(w), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïî÷òè âñþäó çàäà÷è (1.1), (1.2).Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 1 çàäà÷à ìèíèìèçàöèè è âàðèà-öèîííàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíû. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äî-ñòàòî÷íî ñîïîñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1), (1.2) ñ ðåøåíèåì âàðèàöè-îííîé çàäà÷è (15). Ïóñòü u(x) ∈ H2(I)
⋂

H1
0(I) � ðåøåíèå çàäà÷è (1.1),(1.2). �àññìîòðèì âûðàæåíèå

a(u, v) − l(v) =

∫ 1

0

(pu′v′ + quv)dx −
∫ 1

0

fvdx,ãäå v ∈ H1
0(I). Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïåðâîãî èíòåãðàëà ìîæíî ïðîèçâåñòèèíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, ïåðåáðîñèâ ïðîèçâîäíóþ ñ v(x) íà (p(x)u′(x)).Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî v(x) ∈ H1

0(I), áóäåì èìåòü
a(u, v) − l(v) =

∫ 1

0

[−(pu′)′ + qu − f ]vdx =

=

∫ 1

0

(Lu − f)vdx ∀v ∈ H1
0(I).Íî â ñèëó (1.17) ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ðàâíà íóëþ, ò.å.

a(u, v) − l(v) = 0



2. Çàäà÷à î ìèíèìóìå êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèîíàëà 27è, ñëåäîâàòåëüíî, u(x) óäîâëåòâîðÿåò âàðèàöèîííîìó óðàâíåíèþ (14). Òàêêàê, ê òîìó æå, u(x) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.2) è äîñòàòî÷-íî ãëàäêàÿ (íå õóæå H2(I)), òî u(x) ∈ H1
0(I) è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è (15).Â äðóãóþ ñòîðîíó. Ïóñòü u(x) � äîñòàòî÷íî ãëàäêîå ðåøåíèå âàðèà-öèîííîé çàäà÷è (15): u(x) ∈ H2(I)

⋂
H1

0(I). Òîãäà
0 = a(u, v) − l(v) =

∫ 1

0

(pu′v′ + quv)dx −
∫ 1

0

fvdx.Ñíîâà ìîæíî ïðîèçâåñòè èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, ÷òî ïðèâîäèò ê ñî-îòíîøåíèþ ∫ 1

0

(Lu − f)vdx = 0, ∀v ∈ H1
0(I),ïîâòîðÿþùåìó ñîîòíîøåíèå (1.17), êîòîðîå è îïðåäåëÿåò ðåøåíèå ïî÷òèâñþäó.Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèÿõ (1.3), (1.5) òåîðåìû 1.2îòíîñèòåëüíî êîý��èöèåíòîâ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè (9) è êðàåâàÿ çàäà÷à(1.1), (1.2) ýêâèâàëåíòíû. Íî ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìîæåò ñóùå-ñòâîâàòü è ïðè ìåíåå æåñòêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîñòà-íîâêè ýòîé çàäà÷è íåò íåîáõîäèìîñòè ïðåäïîëàãàòü äè��åðåíöèðóåìîñòüè äàæå íåïðåðûâíîñòü êîý��èöèåíòà p(x). Åñëè ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ðå-øåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè (9) (à, ñëåäîâàòåëüíî, è âàðèàöèîííîé çàäà÷è(15)) ñóùåñòâóåò, òî ìîæíî îáúÿâèòü åãî ðåøåíèåì è çàäà÷è (1.1), (1.2).Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ u(x) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çà-äà÷è (1.1), (1.2), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è (15).Òåîðåìà 3. Åñëè p(x) è q(x) ñóììèðóåìû è îãðàíè÷åíû, à f(x) ∈ L2(I),òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.3) îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), (1.2)ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.Çàìå÷àíèå 3. Óðàâíåíèå (14) ñ a(u, v) è l(v) èç (10), (11), ïðè ïîìî-ùè êîòîðîãî ìû îïðåäåëèëè îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), (1.2), áû-ëî ââåäåíî íàìè êàê óñëîâèå ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà (13). Îäíàêî ýòîóðàâíåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü è èíûì ïóòåì, íå ñâÿçàííûì ñ çàäà÷åé ìèíè-ìèçàöèè. Èìåííî, óìíîæàÿ óðàâíåíèå (1.1) íà �óíêöèþ v(x) ∈ H1

0(I) è



28 Ëåêöèÿ 2èíòåãðèðóÿ ðåçóëüòàò ïî I, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èì (14).Òàêîé ïîäõîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿè â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýêâèâàëåíòíàÿ çàäà÷à î ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëàîòñóòñòâóåò. Íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèÿ
−(pu′)′ + r(x)u′ + q(x)u = f(x) (16)ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (1.2) âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå èìååò âèä

∫ 1

0

(pu′v′ + ru′v + quv)dx =

∫ 1

0

fvdx. (17)Çàìå÷àíèå 4. Â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè �óíêöèîíàë
d

dt
J(u + tv)|t=0íàçûâàåòñÿ ïåðâîé âàðèàöèåé �óíêöèîíàëà J è îáîçíà÷àåòñÿ δJ , à óðàâ-íåíèå (1.1) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà �óíêöèîíàëà (8).Çàìå÷àíèå 5. Óñëîâèÿ (1.3) îáåñïå÷èâàþò íå òîëüêî íåîòðèöàòåëüíîñòüêâàäðàòè÷íîé �îðìû a(v, v), êàê ýòî îòìå÷åíî â (12), íî è åå ïîëîæèòåëü-íóþ îïðåäåëåííîñòü â H1

0(I). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà áóäåò äàíî âëåêöèè 11.3. �ëàâíûå è åñòåñòâåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ�àññìîòðåííàÿ íàìè êðàåâàÿ çàäà÷à (1.1), (1.2) íàçûâàåòñÿ ïåðâîé êðà-åâîé çàäà÷åé, à êðàåâûå óñëîâèÿ (1.2) � êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðî-äà. Îáðàòèìñÿ ê äðóãèì êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1).Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåòêðàåâûì óñëîâèÿì
u′(0) = u′(1) = 0. (18)Êðàåâàÿ çàäà÷à (1.1), (18) íàçûâàåòñÿ âòîðîé êðàåâîé çàäà÷åé, à êðàåâûåóñëîâèÿ (18) � êðàåâûìè óñëîâèÿìè âòîðîãî ðîäà. ×òîáû çàäà÷à (1.1),(18) áûëà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà íóæíî äîïîëíèòü óñëîâèÿ (1.3) òðåáî-âàíèåì

q(x) ≡/ 0. (19)



3. �ëàâíûå è åñòåñòâåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 29Âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è (1.1), (18) òàêîâà: íàéòè
u(x) ∈ H1(I) : a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H1(I), (20)ãäå a(u, v) è l(v) çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (10) è (11), ñîîòâåòñòâåííî.Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1), (18) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå âàðèàöè-îííîé çàäà÷è (20).Ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå â âàðèàöèîííûõ �îðìóëèðîâêàõ äëÿ ïåðâîé èâòîðîé êðàåâûõ çàäà÷ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåøåíèå âòîðîé êðàåâîé çàäà÷èèùåòñÿ ñðåäè âñåõ �óíêöèé H1(I), â òî âðåìÿ êàê â ñëó÷àå ïåðâîé êðàå-âîé çàäà÷è (1.1), (1.2) ðåøåíèå èùåòñÿ ñðåäè H1

0(I), ò.å. ñðåäè �óíêöèé,óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.2). Ôóíêöèè, ñðåäè êîòîðûõèùåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è (20) "ñâîáîäíû"íà êîíöàõ îòðåçêà I è íå îáÿçàíûóäîâëåòâîðÿòü êàêèì áû òî íè áûëî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Â ýòîé ñâÿçèïðî êðàåâûå óñëîâèÿ (18) ãîâîðÿò, ÷òî îíè åñòåñòâåííûå. Êðàåâûå óñëîâèÿ(1.2) íàçûâàþò ãëàâíûìè.Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íàçûâàþòñÿòàêèå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷èè íå îáÿçàíû óäîâëåòâîðÿòü �óíêöèè, ñðåäè êîòîðûõ èìååòñÿ ðåøåíèåïðè âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Òå æå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòî-ðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü è ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è è �óíêöèè, ñðåäèêîòîðûõ èùåòñÿ ðåøåíèå ïðè âàðèàöèîííîé �îðìóëèðîâêå, íàçûâàþòñÿãëàâíûìè.Ïóñòü òåïåðü òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1), óäîâëåòâîðÿ-þùåå êðàåâûì óñëîâèÿì
u(0) = g0, p(1)u′(1) + κu(1) = g1. (21)Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, ïåðâîå èç óñëîâèé (21) åñòü êðàåâîå óñëîâèå ïåð-âîãî ðîäà, â òî âðåìÿ êàê âòîðîå èç íèõ � ýòî êðàåâîå óñëîâèå òðåòüåãîðîäà. Åñëè áû íà îáîèõ êîíöàõ áûëè çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ òðåòüåãîðîäà, òî çàäà÷à íàçûâàëàñü áû òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷åé. Â íàøåì æåñëó÷àå ýòî ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Óñëîâèÿ (1.3), äîïîëíåííûå òðåáî-âàíèåì

κ > 0, (22)äîñòàòî÷íû äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.1), (21).



30 Ëåêöèÿ 2×òîáû äàòü âàðèàöèîííóþ ïîñòàíîâêó ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1), (21)íóæíî çàäàòü íîâûå ïî ñðàâíåíèþ ñ (10), (11) áèëèíåéíóþ è ëèíåéíóþ�îðìû è îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî, â êîòîðîì ñëåäóåò èñêàòü ðåøåíèå âà-ðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ.Ïóñòü v(x) ∈ C1(I). Óìíîæàÿ (1.1) íà v(x) è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì,íàõîäèì, ÷òî
∫ 1

0

(pu′v′ + quv)dx − p(1)u′(1)v(1) + p(0)u′(0)v(0) =

∫ 1

0

fvdx. (23)Áèëèíåéíóþ �îðìó èç ëåâîé ÷àñòè (23), çàäàííóþ ïåðâîíà÷àëüíî íàC2(I)×
C1(I), ïðîäîëæèòü íà H1(I) × H1(I) íåëüçÿ, èáî, åñëè u ∈ H1(I), òî
u′ ∈ L2(I), è ãîâîðèòü î çíà÷åíèÿõ u′(0) è u′(1) áåññìûñëåííî. Îäíàêî
u′(1) â ñèëó (21) èç (23) ìîæíî èñêëþ÷èòü. Ïðèìåíèòåëüíî ê u′(0) òà-êèå ñîîáðàæåíèÿ íå ïðîõîäÿò, è ìû ïðîñòî âîëåâûì ïîðÿäêîì ïîëîæèì
v(0) = 0. Â ñèëó ñêàçàííîãî ñîîòíîøåíèå (23) ïðèìåò âèä

∫ 1

0

(pu′v′ + quv)dx + κu(1)v(1) =

∫ 1

0

fvdx + g1v(1). (24)Òåïåðü áèëèíåéíóþ �îðìó èç ëåâîé ÷àñòè ìîæíî ïðîäîëæèòü íà H1(I)×
H1(I), ïîñêîëüêó íà îñíîâàíèè ëåììû 11.1 �óíêöèè èç H1(I) íåïðåðûâ-íû, è èõ çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ èìåþò ñìûñë. Ñîîòíîøåíèå (24) è åñòü èñêîìîåâàðèàöèîííîå óðàâíåíèå.Ïóñòü

a1(u, v) = a(u, v) + κu(1)v(1), (25)
l1(v) = l(v) + gv(1), (26)ãäå a(u, v) è l(v) çàäàíû (10) è (11) ñîîòâåòñòâåííî. Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõâàðèàöèîííîå óðàâíåíèå (24) ïðèìåò âèä

a1(u, v) = l1(v). (27)Íó, à ãäå èñêàòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ? �àçóìååòñÿ, â H1(I), íî íåâî âñåì. �åøåíèå äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è (1.1), (21) ïîä÷èíåíî ãëàâ-íîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ u(0) = g0. Ïîýòîìó è ðåøåíèå âàðèàöèîííîãîóðàâíåíèÿ äîëæíî ýòîìó óñëîâèþ ïîä÷èíÿòüñÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
H1

E(I) :=
{
v(x) ∈ H1(I)

∣∣ v(0) = g0

}



3. �ëàâíûå è åñòåñòâåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 31ìíîæåñòâî �óíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà H1(I), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ïåð-âîìó èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (21). Â ýòîì ìíîæåñòâå è áóäåì èñêàòü ðå-øåíèå âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ (27). ×òî æå êàñàåòñÿ �óíêöèé v(x), òîñ íèìè ìû óæå îïðåäåëèëèñü: îíè äîëæíû ïðèíàäëåæàòü H1(I) è îáðà-ùàòüñÿ â íóëü ïðè x = 0.Ïóñòü
H̃1(I) := {v(x) ∈ H1(I) |v(0) = 0}. (28)Â ñâåòå âûøåñêàçàííîãî âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è (1.1), (21)ïðèíèìàåò âèä: íàéòè

u(x) ∈ H1
E(I) : a1(u, v) = l1(v) ∀v ∈ H̃1(I). (29)Ìû ïîêàçàëè, ÷òî, åñëè �óíêöèÿ u(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äè��åðåí-öèàëüíîé çàäà÷è (1.1), (21), òî îíà äàåò ðåøåíèå è âàðèàöèîííîé çàäà÷è(29). Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî íà ñàìîì äåëå ïðè u(x) ∈ C2(I) ýòè çàäà÷è ýê-âèâàëåíòíû, ò.å. è ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è (29) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìçàäà÷è (1.1), (21). Â ñàìîì äåëå, ïðîèçâîäÿ â a1(u, v) èíòåãðèðîâàíèå ïî÷àñòÿì, ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (29) ê âèäó

∫ 1

0

[−(pu′)′ + qu]vdx + [p(1)u′(1) + κu(1)]v(1) =

=

∫ 1

0

fvdx + g1v(1) ∀v ∈ H̃1(I).

(30)Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî v(x) ∈ H1
0(I) ⊂ H̃1(I), òî â (30)âíåèíòåãðàëüíûå ÷ëåíû èñ÷åçàþò, à óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

∫ 1

0

[−(pu′)′ + qu]vdx =

∫ 1

0

fvdx ∀v ∈ H1
0 .Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî u(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.1), à óðàâíåíèå (30)ñâîäèòñÿ ê

[p(1)u′(1) + κu(1)]v(1) = g1v(1) ∀v ∈ H̃1(I).Ïðè v(1) 6= 0 îòñþäà âûòåêàåò âòîðîå èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (21). Ïåð-âîå æå ãðàíè÷íîå óñëîâèå (21) âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî u ∈ H1
E(I).Ýêâèâàëåíòíîñòü îáåèõ çàäà÷ óñòàíîâëåíà. Áîëåå òîãî, óñòàíîâëåíî, ÷òîãðàíè÷íîå óñëîâèå òðåòüåãî ðîäà èç (21) ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì.



32 Ëåêöèÿ 2Çàìå÷àíèå 6. Íåñìîòðÿ íà, êàçàëîñü áû, íå ñëèøêîì îáîñíîâàííîå ðå-øåíèå ïîëîæèòü v(0) = 0 ìû ïðèøëè ê ïðàâèëüíîé ïîñòàíîâêå âàðèà-öèîííîé çàäà÷è. Íà ñàìîì äåëå ýòî ïðåäïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå åñòå-ñòâåííûì. Åñëè áû äëÿ çàäà÷è (1.1), (21) âìåñòî âàðèàöèîííîé çàäà÷è ìûñòàâèëè ýêâèâàëåíòíóþ åé çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè, òî ïîñëåäíÿÿ ïðèíÿëà áûâèä: íàéòè
u(x) ∈ H1

E(I) : J1(u) = inf
w∈H1

E(I)
J1(w),

J1(w) :=
1

2
a1(w, w) − l1(w).Óñëîâèå îáðàùåíèÿ â íóëü âàðèàöèè �óíêöèîíàëà J1(w) ñîâïàäàåò ñâàðèàöèîííûì óðàâíåíèåì (29), ãäå v(x) åñòü âàðèàöèÿ u(x), ò.å. òà �óíê-öèÿ, êîòîðóþ íóæíî ïðèáàâèòü ê u(x), ÷òîáû ïîëó÷èòü w(x). Íî è u(x)è w(x) ïðèíàäëåæàò H1

E(I), è ïîýòîìó âàðèàöèÿ v(x) ïðè x = 0 îáÿçàíàîáðàùàòüñÿ â íóëü. Ýòè ðàññóæäåíèÿ è çàñòàâëÿþò íàñ âñåãäà ïîëàãàòü
v(0) = 0, êîãäà â òî÷êå x = 0 çàäàíî ãëàâíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå, îäíîðîä-íîå èëè íåîäíîðîäíîå.

4. Óñëîâèÿ íà ðàçðûâåÂûÿñíèì, êàêèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò îáîáùåííîå ðåøåíèå â òî÷-êàõ ðàçðûâà êîý��èöèåíòà p(x). Ïóñòü �óíêöèÿ p(x) èìååò åäèíñòâåí-íóþ òî÷êó ðàçðûâà x = ξ, ò.å. p(ξ − 0) 6= p(ξ + 0), à íà (0, ξ) è (ξ, 1)íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà. Èç (15), (10), (11) íàõîäèì, ÷òî
0 = a(u, v) − l(v) =

∫ 1

0

(pu′v′ + quv − fv)dx =

=

∫ ξ

0

(pu′v′ + quv − fv)dx +

∫ 1

ξ

(pu′v′ + quv − fv)dx.Èñïîëüçóÿ òåïåðü äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëàãàåìûõ ñ ïðîèçâîäíûìè èíòå-ãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (1.1), (1.2), áóäåì èìåòü



4. Óñëîâèÿ íà ðàçðûâå 33
0 =

∫ ξ

0

[−(pu′)′ + qu − f ]vdx + pu′v|x=ξ−0+

+

∫ 1

ξ

[−(pu′)′ + qu − f ]vdx− pu′v|x=ξ+0 =

= −[p(ξ + 0)u′(ξ + 0) − p(ξ − 0)u′(ξ − 0)]v(ξ),èáî v(x) íåïðåðûâíà êàê âñÿêàÿ �óíêöèÿ èç H1(I).∗) Òàê êàê, âîîáùåãîâîðÿ, v(ξ) 6= 0, òî â òî÷êå ðàçðûâà êîý��èöèåíòà p(x) äîëæíî âûïîë-íÿòüñÿ óñëîâèå
p(ξ + 0)u′(ξ + 0) − p(ξ − 0)u′(ξ − 0) = 0,ò.å. �óíêöèÿ p(x)u′(x) = −w(x) � ïîòîê â ýòîé òî÷êå � äîëæíà áûòüíåïðåðûâíîé. ßñíî, ÷òî åñëè p(x) íåïðåðûâíà, òî ýòî óñëîâèå îñòàåòñÿñïðàâåäëèâûì, íî óïðîùàåòñÿ äî óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè u′(x).Èòàê, îáîáùåííîå ðåøåíèå èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ òîëüêî âòî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè p(x).Äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî îòûñêàíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1),(1.2) ìåòîäàìè òåîðèè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòî÷êå ðàçðûâà êîý��èöèåíòà p(x) íóæíî ïîñòàâèòü åùå îäíî óñëîâèå äëÿ

u(x). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî u(x) ∈ H1
0(I), à, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðå-ðûâíà íà I è â òî÷êå x = ξ, â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷àåì, ÷òî îáîáùåííîåðåøåíèå â òî÷êå ðàçðûâà êîý��èöèåíòà p(x) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèìóñëîâèÿì

[u]|x=ξ ≡ u(ξ + 0) − u(ξ − 0) = 0, [pu′]|x=ξ = 0, (31)êîòîðûå èíîãäà íàçûâàþò óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �óíêöèÿ u(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (1.1),(1) ïðè x ∈ (0, ξ)
⋃

(ξ, 1), ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.2) è óñëîâèÿì ñîïðÿæå-
∗)Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà áóäåò äàíî â ëåêöèè 11.



34 Ëåêöèÿ 2íèÿ (29), ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è è èìååò âèä
u(x) =

1

2





x

p1

[
ξ(1 − ξ)(p1 − p2)

p1(1 − ξ) + p2ξ
+ 1 − x

]
, 0 6 x 6 ξ,

1 − x

p2

[
ξ(1 − ξ)(p2 − p1)

p1(1 − ξ) + p2ξ
+ x

]
, ξ 6 x 6 1.

(32)
Ó ÷èòàòåëÿ ìîæåò âîçíèêíóòü ñîâåðøåííî çàêîííûé âîïðîñ: à íå ÿâ-ëÿþòñÿ ëè óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (31) ñëèøêîì íàäóìàííûìè â óãîäó ìàòå-ìàòè÷åñêîé ñòðîéíîñòè òåîðèè? Îêàçûâàåòñÿ, íåò. Èìåííî òàêèå óñëîâèÿâîçíèêàþò â ðåàëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Â ñàìîì äåëå, îáðàòèìñÿ, íà-ïðèìåð, ê òåïëîâîé èíòåðïðåòàöèè óðàâíåíèÿ (1.1). Èçâåñòíî, ÷òî òåìïå-ðàòóðà u(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé êîîðäèíàòû x. Âíå çàâèñè-ìîñòè îò òîãî, íåïðåðûâåí èëè ðàçðûâåí êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè

p(x), íåïðåðûâíûì ÿâëÿåòñÿ è òåïëîâîé ïîòîê w(x) = −p(x)u′(x). Òåì ñà-ìûì, ïðè òåïëîâîé èíòåðïðåòàöèè óðàâíåíèÿ (1.1) óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ(31) ÿâëÿþòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííûìè. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòîè äëÿ äðóãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.5. Óïðàæíåíèÿ1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè êîý��èöèåíòîâ çàäà÷è(1.1), (18) è (20) ýêâèâàëåíòíû.2. Óêàçàòü äè��åðåíöèàëüíóþ �îðìóëèðîâêó ñëåäóþùåé âàðèàöèîí-íîé çàäà÷è:
u ∈ H1(I) : a2(u, v) = l2(v) ∀v ∈ H1(I),ãäå
a2(u, v) = a(u, v) + κ0u(0)v(0) + κ1u(1)v(1),

l2(v) = l(v) + g0v(0) + g1v(1),à a(u, v) è l(v) îïðåäåëåíû â (10), (11).3. Ñ�îðìóëèðîâàòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà (8), ýêâèâàëåíò-íóþ âàðèàöèîííîé çàäà÷å (20).



5. Óïðàæíåíèÿ 354. Äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è (20) ïðè äîñòàòî÷íîéãëàäêîñòè êîý��èöèåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1), (18).5. Óáåäèòüñÿ, ÷òî �óíêöèÿ (32) â ñàìîì äåëå åñòü îáîáùåííîå ðåøåíèåçàäà÷è (1.1), (1), (1.2).6. Íàéòè îáîáùåííîå èç H1(I) ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:
(p1u

′)′ = 0, 0 < x < 1/2, (p2u
′)′ = 0, 1/2 < x < 1,

u(0) = 0, p2u
′(1) + κu(1) = g,ãäå p1 è p2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.7. Íàéòè îáîáùåííîå ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:

u ∈ H̃1(I) :

1/2∫

0

p1u
′v′dx +

1∫

1/2

p2u
′v′dx + κu(0)v(0) = gv(0) ∀v∈H̃1(I),ãäå pi = 
onst, à H̃1(I) =

{
v(x) ∈ H1(I)| v(1) = 0

}
.8. Äàòü âàðèàöèîííóþ �îðìóëèðîâêó è íàéòè îáîáùåííîå èç H1(I)ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:

(pu′)′ = 0, u(0) = 0, u(1) = 1,ãäå
p =

{
p1 = 
onst, 0 < x < 1/2,

p2 = 
onst, 1/2 < x < 1.9. Âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå èìååò âèä
∫ 1

0

u′′v′′dx =

∫ 1

0

fv dx. (33)Êàêîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ îíî îòâå÷àåò?10. �åøåíèå âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ (33) ïðè x = 0 ïîä÷èíåíî îäíîéèç ñëåäóþùèõ ïàð ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
u(0) = u′(0) = 0; u(0) = u′′(0) = 0;

u(0) = u′′′(0) = 0; u′(0) = u′′(0) = 0;

u′(0) = u′′′(0) = 0; u′′(0) = u′′′(0) = 0.�àññîðòèðîâàòü ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïî ïðèíöèïó ãëàâíûå � åñòåñòâåí-íûå.



36 Ëåêöèÿ 211. Ïîñòàâèòü âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó, åñëè
uIV = f, x ∈ (0, 1), u′(0) = g1, u′′′(0) = g2, u′′(1) = u′′′(1) = 0.



Ëåêöèÿ 3
ÌÅÒÎÄÛ �ÈÒÖÀ, �ÀËÅ�ÊÈÍÀ È ÊÎÍÅ×ÍÛÕÝËÅÌÅÍÒÎÂÎáðàòèìñÿ ê ïîñòðîåíèþ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çà-äà÷ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íà÷íåì ñ çàäà÷è (1.1), (1.2). Êàêáûëî óñòàíîâëåíî íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè, ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ýêâèâà-ëåíòíî îòûñêàíèþ �óíêöèè u(x)∈H1

0(I), ìèíèìèçèðóþùåé �óíêöèîíàë(2.8), ò.å. çàäà÷å (2.9). Òåì ñàìûì, ïîñòðîèâ ìåòîä ïðèáëèæåííîé ìèíè-ìèçàöèè ýòîãî �óíêöèîíàëà, ìû áóäåì èìåòü è ìåòîä ïðèáëèæåííîãî ðå-øåíèÿ çàäà÷è (1.1), (1.2). Äëÿ ïðèáëèæåííîé ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà(2.8) èëè, ÷òî â ñèëó (2.10), (2.11) òî æå ñàìîå, �óíêöèîíàëà (2.13), âîñ-ïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì �èòöà. Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì,÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèîíàë íå íà âñåì ïðîñòðàíñòâå, ãäå îí çà-äàí, à òîëüêî íà íåêîòîðîì êîíå÷íîìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå ýòîãî ïðî-ñòðàíñòâà. 1. Ìåòîäû �èòöà è �àëåðêèíàÏóñòü V n � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà H1
0(I) ðàçìåðíîñòè n: V n ⊂

H1
0(I), dimV n = n.Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâåì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì ïî ìåòîäó �èò-öà (ðèòöåâñêèì ðåøåíèåì) çàäà÷è (2.9) (è çàäà÷è (1.1), (1.2) ) òàêóþ�óíêöèþ

un(x) ∈ V n : J(un) = min
vn∈V n

J(vn). (1)37



38 Ëåêöèÿ 3×òîáû ðåàëèçîâàòü ìåòîä (1), ââåäåì â V n áàçèñ (îí ñóùåñòâóåò êàê âëþáîì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå), ýëåìåíòû êîòîðîãî îáîçíà÷èì ÷åðåç
ϕj(x), j = 1, ..., n. Ëþáîé ýëåìåíò vn(x) ∈ V n ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ââèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè {ϕj}n

1 . Ïóñòü un(x) ∈ V n äîñòàâëÿåò ìèíèìóì�óíêöèîíàëó (2.13) íà V n. �àçëîæèì un(x) ïî ýëåìåíòàì áàçèñà
un(x) =

n∑

j=1

cjϕj(x) (2)è ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå â (2.13); â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êâàäðàòè÷íóþ�óíêöèþ n ïåðåìåííûõ c1, ..., cn :

J(un) =
1

2
a(un, un) − l(un) =

1

2

n∑

j,l=1

a(ϕj, ϕl)cjcl −
n∑

j=1

l(ϕj)cj. (3)Âûáåðåì êîý��èöèåíòû cj òàê, ÷òîáû �óíêöèÿ (3) ïðèíèìàëà ìèíèìàëü-íîå çíà÷åíèå. Êàê èçâåñòíî èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, �óíêöèÿ (3) äî-ñòèãàåò ìèíèìóìà ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûåîáðàùàþò â íóëü åå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå:
∂J(un)

∂ck
= 0, k = 1, 2, ..., n.Ýòè ïðîèçâîäíûå ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ

∂J(un)

∂ck
=

n∑

l=1

a(ϕk, ϕl)cl − l(ϕk).Ïðèðàâíèâàÿ èõ íóëþ, ïîëó÷èì ñèñòåìó �èòöà:
n∑

l=1

a(ϕk, ϕl)cl − l(ϕl) = 0, k = 1, ..., n, (4)êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèéîòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ cj èç ðàçëîæåíèÿ (2). Íàéäÿêîý��èöèåíòû cj èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4) è ïîäñòàâèâ èõ â (2), ïîëó÷èìýëåìåíò un(x), êîòîðûé è áóäåò ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1),(1.2).



1. Ìåòîäû �èòöà è �àëåðêèíà 39Ê ïîñòðîåíèþ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1), (1.2) ìîæíî ïî-äîéòè è íåñêîëüêî èíà÷å. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ýê-âèâàëåíòíî îòûñêàíèþ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ (2.15). Áóäåìèñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êàê òàêîé ýëåìåíò un(x) ∈ V n, êîòîðûéóäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.15) ïðè ëþáîé vn(x) ∈ V n.Îïðåäåëåíèå 2. Íàçîâåì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì ïî ìåòîäó �àëåð-êèíà (ãàëåðêèíñêèì ðåøåíèåì) çàäà÷è (2.15) (è çàäà÷è (1.1),(1.2)) �óíê-öèþ
un(x) ∈ V n : a(un, vn) = l(vn) ∀vn ∈ V n. (5)�àñêëàäûâàÿ ðåøåíèå un(x) çàäà÷è (5) ïî áàçèñó {ϕj}n

1 ïðîñòðàíñòâà
V n â âèäå (2) è ïîëàãàÿ â (5) �óíêöèþ vn(x) ïîñëåäîâàòåëüíî ðàâíîé
ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x), äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ cjñíîâà ïîëó÷èì ñèñòåìó (4).Åñëè áèëèíåéíàÿ �îðìà a(u, v) ñèììåòðè÷íà, êàê â ðàññìàòðèâàåìîìíàìè ñëó÷àå (2.10), òî ìåòîä �èòöà è ìåòîä �àëåðêèíà ïðèâîäèò ê îä-íîìó è òîìó æå ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ. Åñëè a(u, v) íåñèììåòðè÷íà,òî ìåòîä �èòöà âîîáùå íåïðèìåíèì, èáî â ýòîì ñëó÷àå èñõîäíàÿ êðàåâàÿçàäà÷à íå äîïóñêàåò ýêâèâàëåíòíîé �îðìóëèðîâêè â âèäå çàäà÷è î ìèíè-ìèçàöèè �óíêöèîíàëà. Ìåòîä æå �àëåðêèíà ïðèìåíèì è â ýòîì ñëó÷àå,åñëè âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è ñóùåñòâóåò.Çàìå÷àíèå 1. Ïðèáëèæåííîå ïî �èòöó��àëåðêèíó ðåøåíèå un(x) óäî-âëåòâîðÿåò òîìó æå ñàìîìó âàðèàöèîííîìó óðàâíåíèþ (2.14), ÷òî è òî÷-íîå ðåøåíèå çàäà÷è. �àçíèöà ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèåðàñïîëîæåíî â H1

0(I) è (2.14) äîëæíî âûïîëíÿòñÿ íà âñåõ �óíêöèÿõ
v(x) ∈ H1

0(I) , à ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èùåòñÿ â V n ∈ H1
0(I) è (2.14)óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîëüêî íà vn ∈ V n (ñì. (5)).Èññëåäóåì âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû �èòöà��àëåðêèíà (4). Ïî-êàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.3) ñèñòåìà (4) ñ a(u, v) èç (2.10),êàê è åå ïðîîáðàç � çàäà÷à (1.1), (1.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Îáîçíà÷èì÷åðåç

A = [a(ϕk, ϕl)]
n
1 (6)ìàòðèöó ñèñòåìû (4).



40 Ëåêöèÿ 3Òåîðåìà 1. Åñëè áèëèíåéíàÿ �îðìà a(u, v) ñèììåòðè÷íà è ïîëîæè-òåëüíî îïðåäåëåíà, òî ìàòðèöà À ñèñòåìû �èòöà��àëåðêèíà (6) òàê-æå ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèììåòðèÿ ìàòðèöû À èç (6) åñòü ñëåäñòâèå ñèì-ìåòðèè áèëèíåéíîé �îðìû a(u, v), â ñèëó êîòîðîé a(ϕk, ϕl) = a(ϕl, ϕk).Äîêàæåì ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü (à, ñëåäîâàòåëüíî, è íåâûðîæ-äåííîñòü) ìàòðèöû À. Ïóñòü vn =
∑n

j=1 bjϕj � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç
V n , à b = [b1, ..., bn]

T � âåêòîð åãî êîý��èöèåíòîâ. Òàê êàê
bTAb =

n∑

k,l=1

a(ϕk, ϕl)bkbl = a

(
n∑

k=1

bkϕk,

n∑

l=1

blϕl

)
= a(vh, vh) > 0,òî ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü À óñòàíîâëåíà.Íåîòðèöàòåëüíîñòü áèëèíåéíîé �îðìû (2.10) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé(1.3) ìû óæå îòìå÷àëè â ïðåäûäóùåé ëåêöèè (ñì.(2.12)), à ïîëîæèòåëü-íîñòü áóäåò äîêàçàíà â ëåêöèè 11.Èòàê, ñèñòåìà (4) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.Íó à êàê ðåàëüíî âûáèðàòü V n ? Â ðåøåíèè ýòîãî âîïðîñà è ðàñõîäÿòñÿêëàññè÷åñêèå ìåòîäû �èòöà è �àëåðêèíà ñ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.Ïðè êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà V n îáû÷íî áåðóòñÿïðîñòðàíñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ êî-íå÷íîé ñòåïåíè èëè êàêèå-ëèáî äðóãèå ñîâîêóïíîñòè �óíêöèé, çàäàííûõíà I è óäîâëåòâîðÿþùèõ ãëàâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.Óäîâëåòâîðåíèå ãëàâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì� îäíà èç ïðîáëåì êëàñ-ñè÷åñêîãî ïîäõîäà ê ìåòîäàì �èòöà è �àëåðêèíà äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíû-ìè ïðîèçâîäíûìè ïðè ñêîëü-íèáóäü ñëîæíîé �îðìå îáëàñòè, èáî ïîñòðî-åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ V n, ñîäåðæàùèõ �óíêöèè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíûãëàâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöå, � íå òàêîå ïðî-ñòîå äåëî. (�àçóìååòñÿ, ýòîé ïðîáëåìû íå ñóùåñòâóåò â ðàññìàòðèâàåìîìíàìè ñåé÷àñ îäíîìåðíîì ñëó÷àå.)Âòîðàÿ ïðîáëåìà êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà � òðóäíîñòü ñîñòàâëåíèÿ ñè-ñòåìû �èòöà��àëåðêèíà, ñâÿçàííàÿ ñ òåì, ÷òî êîý��èöèåíòû ýòîé ñè-ñòåìû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëû, âû÷èñëåíèå êîòîðûõ, îñîáåííî ïðèäâóõ è áîëüøåì ÷èñëå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, òðåáóåò áîëüøîé çàòðà-òû òðóäà.



2. Ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ 41Åñëè áàçèñ â V n âûáðàí íå ñëèøêîì óäà÷íî (íàïðèìåð, â ðàññìàòðèâà-åìîì íàìè ñëó÷àå ϕi = (1− x)xi, i = 1, ..., n, à V n �ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà
ϕi ), òî ìàòðèöà ñèñòåìû �èòöà-�àëåðêèíà ñòàíîâèòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåí-íîé, ÷òî ïðèâîäèò ê íàêîïëåíèþ áîëüøîé âû÷èñëèòåëüíîé ïîãðåøíîñòèïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (4).Ïëîòíàÿ çàïîëíåííîñòü ìàòðèöû ñèñòåìû �èòöà-�àëåðêèíà (îòñóòñòâèåáîëüøîãî ÷èñëà íóëåâûõ ýëåìåíòîâ) ñîçäàåò äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòèïðè ðåøåíèè ñèñòåìû, ñâÿçàííûå ñ áîëüøîé çàòðàòîé òðóäà.Âñå ýòè ïðîáëåìû â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè óäàåòñÿ ðåøèòü ïðè êîíå÷-íîýëåìåíòíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ �èòöà è �àëåðêèíà.2. Ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâÎñíîâíàÿ èäåÿ, îòëè÷àþùàÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) îòäðóãèõ ðåàëèçàöèé ìåòîäîâ �èòöà è �àëåðêèíà, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:îáëàñòü, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è, ðàçáèâàåòñÿíà ïîäîáëàñòè ïðîñòîé �îðìû, íàçûâàåìûå êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè, àâ êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà V n, â êîòîðîì èùåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå,áåðåòñÿ ïðîñòðàíñòâî òàê íàçûâàåìûõ "êóñî÷íûõ" �óíêöèé, îïðåäåëÿ-åìûõ ïî-ñâîåìó íà êàæäîì êîíå÷íîì ýëåìåíòå è ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîéòàì äîñòàòî÷íî ïðîñòûå �óíêöèè, íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåíû íèçêîé ñòåïåíè.×òîáû ïîëó÷èòü òàêîå êóñî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, ìû äîëæíû ñíà÷àëàðàçáèòü îáëàñòü (â íàøåì ñëó÷àå îòðåçîê I = [0, 1] ) íà êîíå÷íîå ÷èñëîýëåìåíòîâ. Íà ðèñ. 1 â êà÷åñòâå ïðèìåðà èçîáðàæåí îòðåçîê I, ðàçáèòûéíà òðè ýëåìåíòà e(i), i = 1, 2, 3 îäèíàêîâîé äëèíû h = 1/3 = mes e(i). Êàæ-äîìó ýëåìåíòó ñîïîñòàâëÿþòñÿ ïðèíàäëåæàùèå åìó âûäåëåííûå òî÷êè,

•
x = 0

ýëåìåíòû
• • •

x = 1
e(1) e(2) e(3)

•
0óçëû

• • •
3

h h h

1 2�èñ. 1



42 Ëåêöèÿ 3íàçûâàåìûå óçëàìè, êîòîðûå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â êîíå÷íîýëåìåíòíûõêîíñòðóêöèÿõ � îíè èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïàðàìåòðèçàöèè êîíå÷íîýëåìåíò-íîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ïðèìåðå, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 1, óçëàìè ÿâëÿþòñÿêîíöû ýëåìåíòîâ. Èõ ÷åòûðå è ïðîíóìåðîâàíû îíè ÷èñëàìè 0, 1, 2, 3. Îáî-çíà÷èì êîîðäèíàòû ýòèõ óçëîâ ÷åðåç xi = ih. Òîãäà
e(i) = {x|xi−1 6 x 6 xi}, i = 1, 2, 3. (7)Ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ è óçëîâ èíîãäà íàçûâàþò êîíå÷íîýëåìåíòíîéñåòêîé.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîñòåéøèì êóñî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ ïðî-ñòðàíñòâî êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ �óíêöèé, ïîñòîÿííûõ íà êàæäîì ýëåìåí-òå. Îäíà èç òàêèõ �óíêöèé èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2. Çäåñü âåðòèêàëüíûìè÷åðòî÷êàìè îáîçíà÷åíû ãðàíèöû ýëåìåíòîâ, à æèðíûìè òî÷êàìè � óç-ëû. Îäíàêî äëÿ öåëåé ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé íàìèêðàåâîé çàäà÷è (1.1), (1.2) ýòî ïðîñòðàíñòâî íå ïîäõîäèò, èáî êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå �óíêöèè ðàçðûâíû (ñì. ðèñ. 2), â òî âðåìÿ êàê äëÿ èñïîëü-çîâàíèÿ â ìåòîäàõ �èòöà è �àëåðêèíà êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâîäîëæíî áûòü ïîäïðîñòðàíñòâîì H1(I), ëþáàÿ �óíêöèÿ êîòîðîãî, êàê áó-äåò ïîêàçàíî â ëåêöèè 11, íåïðåðûâíà.

x
• • •

y

�èñ. 2Ñëåäóþùèì ïî ñëîæíîñòè êóñî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàí-ñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ, ëèíåéíûõ íà êàæäîì ýëåìåíòå �óíêöèé. Íàñ áó-äóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ïîäïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé èç ýòî-ãî ïðîñòðàíñòâà (ñì. ðèñ. 3). ßñíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ



2. Ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ 43íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì H1(I), èáî ïðîèçâîä-íàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè åñòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ�óíêöèÿ è îáå ýòè �óíêöèè èìåþò èíòåãðèðóåìûé êâàäðàò.
x

y

�èñ. 3Êàêîâà ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà? Åñëè îòðåçîê I ðàçáèò íà Nýëåìåíòîâ, à äëÿ çàäàíèÿ ëèíåéíîé �óíêöèè íà êàæäîì ýëåìåíòå òðåáó-åòñÿ îïðåäåëåíèå äâóõ ïàðàìåòðîâ, òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî-ëèíåéíûõ (íå íåïðåðûâíûõ) �óíêöèé åñòü 2N . Òàê êàê íàñ èíòåðåñóþòíåïðåðûâíûå �óíêöèè, òî èçðàñõîäîâàâ (N − 1) ïàðàìåòðîâ íà óäîâëå-òâîðåíèå óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè â îáùèõ äëÿ ïàðû ýëåìåíòîâ óçëàõ (âóçëàõ 1 è 2 íà ðèñ. 1), íàõîäèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî-ëèíåéíûõ, íåïðåðûâíûõ, ëèíåéíûõ íà êàæäîì ýëåìåíòå �óíêöèé åñòü
2N − (N − 1) = N + 1. Åñëè íàñ èíòåðåñóåò ïîäïðîñòðàíñòâî H1

0(I) ïðî-ñòðàíñòâà H1(I), òî ìû äîëæíû ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû êóñî÷íî-ëèíåéíûå�óíêöèè îáðàùàëèñü â íóëü ïðè x = 0 è x = 1. Íà ýòî óéäåò åùå äâàïàðàìåòðà, òàê ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî-ëèíåéíûõ, íåïðå-ðûâíûõ, ëèíåéíûõ íà êàæäîì ýëåìåíòå è îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà êîíöàõîòðåçêà I �óíêöèé åñòü (N − 1).Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Sh

1 :=
{

vh(x) ∈ C(I)| vh(x)|e(i) ∈ P1(e
(i)), i = 1, ..., N

} (8)ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ, íåïðåðûâíûõ, ëèíåéíûõ íà êàæäîì ýëå-ìåíòå �óíêöèé, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü êîíå÷íîýëåìåíòíûì ïðîñòðàí-ñòâîì. Çäåñü vh(x) |e(i) îáîçíà÷àåò ñóæåíèå �óíêöèè vh(x), çàäàííîé íà
I, íà ýëåìåíò e(i) , à Pk(e

(i)) � ñóæåíèå íà ýëåìåíò e(i) ïðîñòðàíñòâà ìíî-ãî÷ëåíîâ íå âûøå k-îé ñòåïåíè. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, Sh
1 ⊂ H1(I) è åñëè



44 Ëåêöèÿ 3îòðåçîê I ðàçáèò íà N ýëåìåíòîâ îäèíàêîâîé äëèíû h = 1/N , òî ðàçìåð-íîñòü Sh
1 , îáîçíà÷àåìàÿ dimSh

1 = N + 1 = 1/h + 1.Îáîçíà÷èì
◦
S

h

1 := {vh(x) ∈ Sh
1

∣∣ vh(0) = vh(1) = 0}.Î÷åâèäíî, ÷òî ◦
S

h

1 ⊂ H1
0(I), à dim

◦
S

h

1 = N − 1.Ïîñòðîèì áàçèñû â Sh
1 è ◦

S
h

1 . Äëÿ ýòîãî ââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ
ϕ̂(t) =

{
1 − |t|, |t| 6 1,

0, |t| > 1.
(9)Ýòà �óíêöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4; îíà êóñî÷íî-ëèíåéíà è íåïðåðûâíà.Òîãäà ñóæåíèÿ íà I �óíêöèé

ϕi(x) = ϕ̂
(x

h
− i
)

, i = 0, 1, ..., N (10)ëèíåéíî-íåçàâèñèìû è ìîãóò áûòü ïðèíÿòû çà áàçèñ â Sh
1 . Âèä �óíêöèé

x0−1 1

1

y

�èñ. 4
ϕi ïðè N = 3 èçîáðàæåí íà ðèñ. 5.Ôóíêöèè ϕ0(x) è ϕN(x) íå ïðèíàäëåæàò ◦

S
h

1 òàê êàê ϕ0(0) = 1, à
ϕN(1) = 1. Èñêëþ÷àÿ èõ èç ñîâîêóïíîñòè (10), íàõîäèì, ÷òî îñòàâøèõñÿ�óíêöèé â (10) ðîâíî ñòîëüêî, ñêîëüêî íåîáõîäèìî äëÿ áàçèñà â ◦

S
h

1 .Îòìåòèì äâà âàæíûõ ñâîéñòâà ââåäåííîãî áàçèñà(10),(9):



2. Ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ 45
x0 1 2 3

e(1) e(2) e(3)

1

ϕ0

x0 1 2 3

e(1) e(2) e(3)

1

ϕ1

x0 1 2 3

e(1) e(2) e(3)

1

ϕ2

x0 1 2 3

e(1) e(2) e(3)

1

ϕ3

�èñ. 51. Êàæäàÿ áàçèñíàÿ �óíêöèÿ ϕi(x) îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü â îäíîìóçëå êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêè, è åå çíà÷åíèå â ýòîì óçëå ðàâíî åäèíè-öå.2. Íîñèòåëü êàæäîé áàçèñíîé �óíêöèè ϕi(x) ìèíèìàëåí.Åñëè vh(x) ∈ Sh
1�ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ è vh(x) =

∑N
j=0 cjϕj(x)�ååðàçëîæåíèå ïî áàçèñó, òî â ñèëó ïåðâîãî ñâîéñòâà vh(xi) = ci, ò.å. êî-



46 Ëåêöèÿ 3ý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó � ñóòü çíà÷åíèÿ ýòîé �óíêöèè âóçëàõ êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêè.Ñëåäñòâèåì âòîðîãî ñâîéñòâà ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå â íóëü áîëüøèíñòâàïðîèçâåäåíèé áàçèñíûõ �óíêöèé. Èìåííî, ϕi(x)ϕj(x) ≡ 0 ïðè |i− j| > 2.Òåì ñàìûì, åñëè ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Sh
1 , òî êàæäàÿ èç áà-çèñíûõ �óíêöèé áóäåò îðòîãîíàëüíà áîëüøèíñòâó îñòàëüíûõ. Ôóíêöèÿ

ϕ0 íå áóäåò îðòîãîíàëüíà òîëüêî ϕ1, �óíêöèÿ ϕN íå áóäåò îðòîãîíàëüíàòîëüêî ϕN−1 , à ϕi, i = 1, ..., N−1 , íå áóäåò îðòîãîíàëüíà òîëüêî ϕi−1 è
ϕi+1. Ýòî ñâîéñòâî áàçèñíûõ �óíêöèé îñîáåííî öåííî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïî-ñòðîåíèÿ ìàòðèöû ñèñòåìû �èòöà��àëåðêèíà, èáî â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöàáóäåò èìåòü î÷åíü ìíîãî íóëåâûõ ýëåìåíòîâ è îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòüâû÷èñëÿòü òå èç íèõ, êîòîðûå çàâåäîìî ðàâíû íóëþ.3. Êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿÏðèìåíèì ìåòîä �àëåðêèíà ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1.1), (2.21) ñ èñïîëü-çîâàíèåì êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ïðîñòðàíñòâà Sh

1 , îïðåäåëÿåìîãî ñîîòíîøå-íèåì (8).Íàïîìíèì âàðèàöèîííóþ �îðìóëèðîâêó ýòîé çàäà÷è: ñðåäè �óíêöèéïðîñòðàíñòâà H̃1(I), îïðåäåëÿåìîãî ñîîòíîøåíèåì (2.25), íàéòè òàêóþ�óíêöèþ u(x), êîòîðàÿ ïðè ëþáûõ v ∈ H̃1(I) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-íèþ a(u, v) = l(v) (çäåñü ìû ââåëè íîâûå îáîçíà÷åíèÿ, îïóñòèâ èíäåêñû"1"ó áèëèíåéíîé è ëèíåéíîé �îðì), ãäå ñîãëàñíî �îðìóëàì (2.23), (2.24),(2.10), (2.11)
a(u, v) =

∫ 1

0

(pu′v′ + quv)dx + κu(1)v(1),

l(v) =

∫ 1

0

fvdx + gv(1).

(11)Áîëåå êîðîòêî ñêàçàííîå ìîæíî çàïèñàòü òàê: íàéòè
u(x) ∈ H̃1(I) : a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H̃1(I). (12)Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî

S̃h
1 := {vh(x) ∈ Sh

1 | vh(0) = 0}, (13)



3. Êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ 47ãäå Sh
1 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (8). Î÷åâèäíî, ÷òî S̃h

1 ∈ H̃1(I),
dim S̃h

1 = N , à áàçèñ â íåì îïðåäåëÿþò �óíêöèè (10), (9) ñ i = 1, 2, . . . , N .Êîíå÷íîýëåìåíòíîå ðåøåíèå uh(x) çàäà÷è (12), ÿâëÿþùååñÿ ãàëåðêèí-ñêèì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è, ñîãëàñíî (5) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé:
uh(x) ∈ S̃h

1 : a(uh, vh) = l(vh) ∀vh ∈ S̃h
1 . (14)Îòñþäà ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

N∑

l=1

a(ϕl, ϕk)ul − l(ϕk) = 0, k = 1, ..., N, (15)ãäå ÷åðåç ul (âìåñòî cl) îáîçíà÷åíû êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïðèáëè-æåííîãî ðåøåíèÿ uh(x) ∈ S̃h
1 ïî áàçèñó, ò.å. uh(x) =

∑n
l=1 ulϕl(x). Òàêîåïåðåîáîçíà÷åíèå ñòàíîâèòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííûì∗), åñëè ïðèíÿòü âî âíè-ìàíèå ïåðâîå ñâîéñòâî áàçèñíûõ �óíêöèé (10), (9), â ñèëó êîòîðîãî ujÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì uh(x) â óçëå ñåòêè, ò.å. uh(xj) = uj.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âòîðîå ñâîéñòâî áàçèñíûõ �óíêöèé, íàõîäèì,÷òî a(ϕi, ϕj) = 0 ïðè |i − j| > 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (15) ïðåîáðà-çóåòñÿ ê âèäó

a(ϕ1, ϕ1)u1 + a(ϕ1, ϕ2)u2 = l(ϕ1),

a(ϕi, ϕi−1)ui−1 + a(ϕi, ϕi)ui + a(ϕi, ϕi+1)ui+1 = l(ϕi), i = 2, ..., N − 1,

a(ϕN , ϕN−1)uN−1 + a(ϕN , ϕN)uN = l(ϕN). (16)Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà ñèñòåìû (16) èìååò ëèøü òðè íåíóëåâûõ äèàãî-íàëè è â ýòîì îòíîøåíèè áëèçêà ê ìàòðèöå ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäàêîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.
∗)Áîëåå åñòåñòâåííûì áûëî áû âìåñòî uj ïèñàòü uh

j , èìåÿ â âèäó, ÷òî ðå÷ü èäåò î çíà÷åíèÿõ â óçëàõïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Îäíàêî âåðõíèé èíäåêñ h ìû ïðåäïî÷èòàåì íå ïèñàòü èç-çà ÷ðåçìåðíîéãðîìîçäêîñòè ïîëó÷àþùèõñÿ âûðàæåíèé. ×òîáû íå ïóòàòü uj ñî çíà÷åíèÿìè òî÷íîãî ðåøåíèÿ u(x)â óçëàõ ñåòêè äëÿ ïîñëåäíèõ áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî îáîçíà÷åíèå u(xj) è ïîìíèòü, ÷òî u(xj) 6=
uj = uh(xj).



48 Ëåêöèÿ 3Âû÷èñëèì åå êîý��èöèåíòû. Ñ ó÷åòîì (9)-(11), èìååì:
a(ϕi, ϕi+1) =

∫ xi+1

xi

[pϕ′
iϕ

′
i+1 + qϕiϕi+1] dx,

a(ϕi, ϕi) =

∫ xi+1

xi−1

[
p(ϕ′

i)
2 + qϕ2

i

]
dx, i = 1, 2, ..., N − 1,

a(ϕN , ϕN) =

∫ 1

1−h

[
p(ϕ′

N)2 + qϕ2
N

]
dx + κ,a

l(ϕi) =

∫ xi+1

xi−1

fϕidx, i = 1, . . . , N − 1, l(ϕN) =

∫ 1

1−h

fϕNdx + g.Ïðåîáðàçóåì ýòè �îðìóëû ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ
t =

x − xi

h
=

x

h
− i.Äëÿ âñÿêîé �óíêöèè g(x) áóäåì ïèñàòü g(x) = g(ht + xi) = ĝi(t).Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (10), (9), íàõîäèì, ÷òî

d

dx
ϕi(x) =

1

h

d

dt
ϕ̂(t) =

1

h

{
1, −1 < t < 0,

−1, 0 < t < 1,

d

dx
ϕi+1(x) =

d

dx
ϕ̂(

x

h
− i − 1) =

1

h

d

dt
ϕ̂(t − 1) =

1

h
, 0 < t < 1,è, ñëåäîâàòåëüíî,

a(ϕi, ϕi+1) =

∫ 1

0

[
−1

h
p̂i(t) + hq̂i(t)ϕ̂(t)ϕ̂(t − 1)

]
dt,

a(ϕi, ϕi) =

∫ 1

−1

[
1

h
p̂i(t) + hq̂i(t)ϕ̂

2(t)

]
dt, i = 1, ..., N − 1,

a(ϕN , ϕN) =

∫ 0

−1

[
1

h
p̂N(t) + hq̂N(t)ϕ̂2(t)

]
dt + κ,

l(ϕi) = h

∫ 1

−1

f̂i(t)ϕ̂(t)dt, i = 1, ..., N − 1,

l(ϕN) = h

∫ 0

−1

f̂N(t)ϕ̂(t)dt + g.

(17)



3. Êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ 49Âû÷èñëåíèÿ ìîæíî åùå íåñêîëüêî ïðîäâèíóòü, åñëè ïðåäïîëîæèòü,÷òî p(x) ≡ p = 
onst, q(x) ≡ q = 
onst, f(x) ≡ f = 
onst. Òàê êàê
∫ 1

0

ϕ̂(t)ϕ̂(t − 1)dt =

∫ 1

0

t(1 − t)dt =
1

6
,

∫ 1

−1

ϕ̂2(t)dt = 2

∫ 1

0

ϕ̂2(t)dt =
2

3
,à ∫ 1

−1

ϕ̂(t)dt = 1,òî îòñþäà è èç (17) íàõîäèì, ÷òî
a(ϕi, ϕi+1) = −p

h
+

hq

6
, a(ϕi, ϕi) =

2p

h
+

2hq

3
, i = 1, ..., N − 1,

a(ϕN , ϕN) =
p

h
+

hq

3
+ κ,

l(ϕi) = hf, i = 1, ..., N − 1, l(ϕN) =
h

2
f + g.

(18)
Ñ ó÷åòîì (18) ñèñòåìà (16) ïðèíèìàåò âèä:
(

2p

h
+

2hq

3

)
u1 +

(
−p

h
+

hq

6

)
u2 = hf,

(
−p

h
+

hq

6

)
ui−1 +

(
2p

h
+

2hq

3

)
ui +

(
−p

h
+

hq

6

)
ui+1 = hf,

i = 2, ..., N − 1,(
−p

h
+

hq

6

)
uN−1 +

(
p

h
+

hq

3
+ κ

)
uN = g +

h

2
f.

(19)
Ïðåîáðàçóåì ýòó ñèñòåìó, ïîäåëèâ ïåðâûå (N − 1) óðàâíåíèé íà h.Íåñêîëüêî ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå, áóäåì èìåòü
−
(

p − h2q

6

)
1

h

[
ui+1 − ui

h
− ui − ui−1

h

]
+ qui = f, i = 1, 2, ..., N − 1,

(
p − h2q

6

)
uN − uN−1

h
+

(
κ +

hq

2

)
uN = g +

h

2
f, (20)ãäå u0 � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì u0 = 0, êîòîðîåìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àïïðîêñèìàöèþ ïåðâîãî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé



50 Ëåêöèÿ 3(2.21). Òîãäà ïåðâûå (N−1) óðàâíåíèé (20) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àïïðîêñè-ìàöèþ óðàâíåíèÿ (1.1), à ïîñëåäíåå èç óðàâíåíèé (20) � àïïðîêñèìàöèþâòîðîãî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.21).4. Íåîäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäàÏóñòü ãëàâíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå èç (2.21) ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíûì
u(0) = g. (21)Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó, îòâå÷àþùóþ äè�-�åðåíöèàëüíîé çàäà÷å (1.1), (2.21),(21), ââåäåì à��èííîå ìíîãîîáðàçèå

H̃1
E(I) :=

{
v ∈ H1(I)

∣∣ v(0) = g
}

.Òîãäà èíòåðåñóþùàÿ íàñ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à ïðèìåò âèä: íàéòè
u ∈ H̃1

E(I) : a(u, v) = l(v) ∀ v ∈ H̃1(I),ãäå a(u, v) è l(v) òå æå, ÷òî è äëÿ çàäà÷è (1.1), (2.21), è çàäàþòñÿ ñî-îòíîøåíèÿìè (11). Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå òåïåðü íóæíî èñêàòü ñðåäè�óíêöèé H̃1
E(I)

⋂
Sh

1 , ò.å.
uh ∈ H̃1

E(I)
⋂

Sh
1 : a(uh, vh) = l(vh) ∀ vh ∈ S̃h

1 . (22)Çàìå÷àíèå 2. Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à (22) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çà-äà÷å: íàéòè uh ∈ Sh
1 òàêóþ, ÷òî

uh(0) = g, a(uh, vh) = l(vh) ∀ vh ∈ S̃h
1 . (23)Èç (23) ñëåäóåò, ÷òî uh(x) = gϕ0(x) + ũh(x), ãäå

ũh(x) ∈ S̃h
1 : a(ũh, vh) = l(vh) − ga(ϕ0, v

h) ∀ vh ∈ S̃h
1 .Ïîñêîëüêó ũh =

N∑
l=1

ulϕl(x), ãäå ul = uh(xl) = ũh(xl), òî äëÿ îòûñêàíèÿ ulèìååì ñèñòåìó (15) ñ çàìåíîé ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íà óðàâíåíèå
N∑

l=1

a(ϕl, ϕ1)ul − l(ϕ1) + ga(ϕ0, ϕ1) = 0.



5. Óïðàæíåíèÿ 515. Óïðàæíåíèÿ1. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (2) ÿâëÿþòñÿ ðåøå-íèåì ñèñòåìû (4), òî (2) óäîâëåòâîðÿåò (5).2. Íàéòè ãàëåðêèíñêîå èç V 2 ðåøåíèå çàäà÷è
−u′′ = x, 0 < x < 1, u(0) = 0, u′(1) = 0, (21)ãäå V 2 åñòü ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà �óíêöèé x è x2 .3. Íàéòè ãàëåðêèíñêîå èç V 3 ðåøåíèå çàäà÷è

−u′′ = 1, 0 < x < 1, u(0) = u(1) = 0,ãäå V 3 åñòü ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà �óíêöèé sin(kπx) ïðè k = 1, 2, 3.4. Ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà �óíêöèé (10),(9) ëèíåéíî-íåçàâèñèìà.5. Íàéòè êîíå÷íîýëåìåíòíîå èç S̃h
1 ðåøåíèå çàäà÷è (21), ãäå S̃h

1 � ïðî-ñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ, íåïðåðûâíûõ, ëèíåéíûõ íà [0, 1
2] è íà [12, 1]�óíêöèé.6. �àññìàòðèâàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (19) êàê ðàçíîñòíóþ ñõåìó, àïïðîê-ñèìèðóþùóþ çàäà÷ó (1.1), (2.21) ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè, ïîêà-çàòü, ÷òî åå ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè åñòü O(h2) êàê äëÿ óðàâíåíèÿ,òàê è äëÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ.7. Óñòàíîâèòü òî æå ñàìîå, ÷òî è â çàäà÷å 6, äëÿ ñèñòåìû (16), (17). (Âñëó÷àå ïåðåìåííûõ êîý��èöèåíòîâ.)





Ëåêöèÿ 4
ÌÊÝ � ÈÍÆÅÍÅ�ÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄÂ ïðåäûäóùåé ëåêöèè ìû èçëîæèëè ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ êàê ìå-òîä �àëåðêèíà â ñïåöèàëüíîì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Sh

1 . Íåáåçûí-òåðåñíûì äëÿ ïîíèìàíèÿ ñóòè ìåòîäà è åãî àëãîðèòìè÷åñêèõ âîçìîæ-íîñòåé áóäåò òàêæå çíàêîìñòâî ñ ïîäõîäîì ê íåìó èíæåíåðîâ. Øèðîêîåèñïîëüçîâàíèå â èíæåíåðíîì ïîäõîäå ìàòðè÷íîãî �îðìàëèçìà âåñüìà ïî-ëåçíî ïðè âûïîëíåíèè êîíêðåòíûõ âû÷èñëåíèé.1. Çàäà÷à î ðàñòÿæåíèè ñòåðæíÿÄëÿ èëëþñòðàöèè ýòîãî ïîäõîäà ðàññìîòðèì ïðèìåð çàäà÷è î ðàñòÿæå-íèè îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñîáñòâåí-íîãî âåñà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñòåðæåíü âåðòèêàëüíî ïîäâåøåí çà îäèíêîíåö, à âòîðîé åãî êîíåö ñâîáîäåí (ñì. ðèñ. 1).
x�èñ. 153



54 Ëåêöèÿ 4Ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷à �îðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1),(2.21) ñ
p(x) = E, q(x) = 0, f(x) = G, κ = g = 0, (1)ãäå E � ìîäóëüÞíãà, G � âåñ åäèíèöû îáúåìà, à u � ïåðåìåùåíèå òî÷êèñòåðæíÿ ñ êîîðäèíàòîé x â ðåçóëüòàòå ðàñòÿæåíèÿ. (Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîèñõîäíàÿ äëèíà ñòåðæíÿ ðàâíà åäèíèöå.) Èìåííî
−Eu′′ = G, 0 < x < 1, u(0) = 0, u′(1) = 0. (2)Ýêâèâàëåíòíàÿ çàäà÷à î ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà (2.13) ïðåäñòàâëÿåòñîáîé �îðìóëèðîâêó ïðèíöèïà ìèíèìóìà ïîëíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

Π(u) :=
1

2

∫ 1

0

σ(x)ε(x)dx−
∫ 1

0

Gudx, (3)ãäå ε(x) = du/dx � îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå (ïðîäîëüíàÿ äå�îðìà-öèÿ), σ(x) = Eε(x) = Edu/dx � íàòÿæåíèå ( íàïðÿæåíèå, â íîðìàëüíîìê îñè ñòåðæíÿ ñå÷åíèè). Îáîçíà÷èì åùå ÷åðåç
w(x) :=

1

2
σ(x)ε(x) =

1

2
E (du/dx)2 (4)ïëîòíîñòü ýíåðãèè äå�îðìàöèè.Áóäåì ðåøàòü ýòó çàäà÷ó ïðèáëèæåííî. Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì ñòåðæåíüòî÷êàìè xi = ih, h = 1/N, íà N êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ðàâíîé äëèíû èáóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà êàæäîì êîíå÷íîì ýëåìåíòå e(i) ïðèáëèæåííîå ðå-øåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëèíåéíîé �óíêöèåé. Òåì ñàìûì, äëÿ îïðåäåëåíèÿïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íà ýëåìåíòå äîñòàòî÷íî çàäàòü åãî çíà÷åíèÿ âäâóõ òî÷êàõ. Ïóñòü ýòè òî÷êè � óçëû ýëåìåíòà � ñóòü åãî êîíöû, ò.å.

xi−1 è xi. Îáîçíà÷èì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ÷åðåç uh(x), à åãî çíà÷åíèÿâ óçëàõ xi � ÷åðåç ui. Î÷åâèäíî, ÷òî íà êîíå÷íîì ýëåìåíòå e(i)

uh(x) = ui−1ϕ
(i)
i−1 + uiϕ

(i)
i , x ∈ e(i), (5)ãäå

ϕ
(i)
i−1 =

(xi − x)

h
, ϕ

(i)
i =

(x − xi−1)

h
(6)� òàê íàçûâàåìûå �óíêöèè �îðìû êîíå÷íîãî ýëåìåíòà (ñì. ðèñ. 2).



1. Çàäà÷à î ðàñòÿæåíèè ñòåðæíÿ 55
1 1

�èñ. 2
• • • •

xi−1 xi xi−1 xi

e(i) e(i)

ϕ
(i)
i−1 ϕ

(i)
i

Îòìåòèì, ÷òî íà ñâÿçü �óíêöèè �îðìû ϕ
(i)
j ñ ýëåìåíòîì e(i) óêàçûâà-åò åå íàäñòðî÷íûé èíäåêñ, ïîìåùåííûé â êðóãëûå ñêîáêè. Òî÷íî òàê æåìàðêèðóåòñÿ è ñàì ýëåìåíò e(i) . Äîãîâîðèìñÿ è âïðåäü ñâÿçü êàêèõ-ëèáîîáúåêòîâ ñ ýëåìåíòîì e(i) îáîçíà÷àòü íàäñòðî÷íûì èíäåêñîì i, ïîìåùåí-íûì â êðóãëûå ñêîáêè.Ïóñòü

u(i) = [ui−1 ui]
T (7)� âåêòîð çíà÷åíèé ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â óçëàõ ýëåìåíòà e(i) (âåêòîðóçëîâûõ çíà÷åíèé ýëåìåíòà e(i)), à

Φ(i) =
[
ϕ

(i)
i−1 ϕ

(i)
i

] (8)� ìàòðèöà �óíêöèé �îðìû ýòîãî ýëåìåíòà. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî óìíî-æåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð, ñîîòíîøåíèå (5) ïåðåïèøåì â âèäå
uh(x) = Φ(i)u(i), x ∈ e(i). (9)Ïîäñòàâèì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå uh(x) â �óíêöèîíàë Π ïîëíîé ïî-òåíöèàëüíîé ýíåðãèè (3). Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ñíà÷àëà ïîñëåäíèé â âèäåñóììû �óíêöèîíàëîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ îïðåäåëåí íà ñâîåì ýëåìåíòå

Π(uh) =
N∑

i=1

Π(i)(uh), (10)ãäå ñ ó÷åòîì (4)
Π(i)(uh) =

∫

e(i)

w(i)dx −
∫

e(i)

Guhdx.



56 Ëåêöèÿ 4Â ñèëó (9), (8), (6) îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå ε(i)(x) = duh(x)/dx ïðåä-ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ε(i)(x) = (dΦ(i)/dx)u(i) , ãäå
d

dx
Φ(i) =

1

h
[−1 1], (11)à íàòÿæåíèå σ(i) = Eε(i) = E(dΦ(i)/dx)u(i) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòüýíåðãèè äå�îðìàöèè íà ýëåìåíòå e(i) åñòü

w(i) =
1

2
σ(i)ε(i) =

=
1

2
(σ(i))

T
ε(i) =

1

2

(
E

dΦ(i)

dx
u(i)

)T (
dΦ(i)

dx
u(i)

)
=

=
1

2
u(i)T

[
dΦ(i)

dx

]T

E

[
dΦ(i)

dx

]
u(i).Îòñþäà

Π
(i)
E (uh) :=

∫

e(i)

w(i)dx =
1

2
u(i)TK(i)u(i),ãäå

K(i) =

∫

e(i)

[
dΦ(i)

dx

]T

E

[
dΦ(i)

dx

]
dx =

=

∫

e(i)

1

h

[
−1

1

]
E

1

h
[−1 1]dx =

E

h

[
1 −1

−1 1

] (12)
� ìàòðèöà æåñòêîñòè ýëåìåíòà.Äàëåå, òàê êàê Φ(i)u(i) = u(i)TΦ(i)T , òî

Π
(i)
G (uh) :=

∫

e(i)

Guhdx = u(i)TF (i),ãäå
F (i) =

∫

e(i)

GΦ(i)Tdx =
G

h

∫

e(i)

[
xi − x

x − xi−1

]
dx = Gh

[
1/2

1/2

] (13)� âåêòîð íàãðóçêè (óçëîâûõ ñèë) ýëåìåíòà.



2. Ñáîðêà 57Èòàê, âêëàä â ïîëíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ñòåðæíÿ ñî ñòîðîíûýëåìåíòà e(i)

Π(i)(uh) := Π
(i)
E (uh) − Π

(i)
G (uh) =

1

2
u(i)TK(i)u(i) − u(i)TF (i) (14)íà ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòè÷íóþ �îðìó åãîóçëîâûõ çíà÷åíèé. 2. ÑáîðêàÏîäñòàâèì (14) â (10). Äëÿ ýòîãî óñòàíîâèì ñíà÷àëà ñâÿçü ìåæäó âåê-òîðîì óçëîâûõ çíà÷åíèé u(i) ýëåìåíòà è ïîëíûì (ãëîáàëüíûì) âåêòîðîìóçëîâûõ çíà÷åíèé

U (f) = [u0, u1, ..., uN ]T . (15)(Ñìûñë ïîäñòðî÷íîãî èíäåêñà (f) áóäåò îáúÿñíåí ÷óòü ïîçæå.) Ëåãêî ïðî-âåðèòü, ÷òî
u(i) = S(i)U (f), (16)ãäå S(i) � ïðÿìîóãîëüíàÿ 2 × (N + 1) ìàòðèöà âèäà

S(i) =

[
0 . . . 0 1 0 0 . . . 0
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸ 0 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

]
,

i − 1 N − i

(17)èíîãäà íàçûâàåìàÿ ìàòðèöåé êèíåìàòè÷åñêèõ ñâÿçåé. Ñ ó÷åòîì (16)ñîîòíîøåíèå (14) ïðèíèìàåò âèä
Π(i)(uh) =

1

2
UT

(f)S
(i)TK(i)S(i)U (f) − UT

(f)S
(i)TF (i).Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå â (10), íàéäåì, ÷òî

Π(uh) =
1

2
UT

(f)K(f)U (f) − UT
(f)F(f), (18)ãäå

K(f) =

N∑

i=1

S(i)TK(i)S(i) (19)



58 Ëåêöèÿ 4� ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè , à
F (f) =

N∑

i=1

S(i)TF (i) (20)� ãëîáàëüíûé âåêòîð íàãðóçêè.Èç (18) ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè íà ïðèáëèæåííîìðåøåíèè åñòü êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ (N + 1) ïåðåìåííûõ u0, u1, ..., uN ,óñëîâèåì ìèíèìóìà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå â íóëü åå ïåðâûõ ïðî-èçâîäíûõ. Âûïîëíÿÿ òðåáóåìûå äè��åðåíöèðîâàíèÿ è ïðèðàâíèâàÿ ïî-ëó÷åííûå âûðàæåíèÿ íóëþ ñ ó÷åòîì ëåãêî ïðîâåðÿåìîé ñèììåòðèè K(f)ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé
K(f)U (f) = F (f). (21)Ïîñïåøèì îãîâîðèòüñÿ, ÷òî ýòî åùå íå òà ñèñòåìà, ðåøåíèå êîòîðîé äà-åò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íàøåé çàäà÷è.∗) Äåëî â òîì, ÷òî â ïðîâåäåí-íûõ íàìè ðàññóæäåíèÿõ íèãäå íå äåëàëîñü ðàçëè÷èé ìåæäó êîíå÷íûìèýëåìåíòàìè (÷òî î÷åíü âàæíî ñ àëãîðèòìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ) è ïîýòî-ìó ìû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîãëè ó÷åñòü óñëîâèÿ çàêðåïëåíèÿ íà êîíöàõñòåðæíÿ. Ñäåëàåì ýòî ñåé÷àñ.Ñîãëàñíî óñëîâèÿì çàäà÷è (2), èñêîìîå ðåøåíèå äîëæíî ïðèíèìàòüíóëåâîå çíà÷åíèå ïðè x = x0 = 0. Ïî ââåäåííîé íàìè âî âòîðîé ëåê-öèè òåðìèíîëîãèè ýòî ãëàâíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå, è îíî äîëæíî áûëîáûòü ó÷òåíî äî òîãî, êàê ìû ïðèñòóïèëè ê ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà.Ïîñêîëüêó ìû ýòîãî íå ñäåëàëè, òî íåèçâåñòíàÿ u0 �èãóðèðîâàëà êàêñâîáîäíàÿ è ïðè ïîëó÷åíèè ñèñòåìû (21) ïî íåé ïðîâîäèëîñü äè��åðåí-öèðîâàíèå �óíêöèè (18) ñ ïðèðàâíèâàíèåì ïðîèçâîäíîé íóëþ. Èç ñêàçàí-íîãî ñëåäóåò, ÷òî ïîëó÷åííîå òàêèì ñïîñîáîì óðàâíåíèå íå ñîîòâåòñòâóåòäåéñòâèòåëüíîñòè è äîëæíî áûòü îòáðîøåíî. Âìåñòî íåãî äîëæíî áûòü

∗)Èìåííî îá ýòîì äîëæåí íàïîìèíàòü ââåäåííûé ðàíåå, íî íå îáúÿñíåííûé, ïîäñòðî÷íûé èíäåêñ
(f)� "�ëàæîê". Âñÿêèé, êîìó äîâîäèëîñü íàõîäèòüñÿ íà ëåòíîì ïîëå àýðîäðîìà â îæèäàíèè ïîñàäêèíà ñàìîëåò, ìîã âèäåòü ñòîÿùèå ðÿäîì íà ïðåäïîëåòíîì îáñëóæèâàíèè ñàìîëåòû ñ ðàçâåâàþùèìèñÿíà íèõ êðàñíûìè ëåíòî÷êàìè. Ýòè ëåíòî÷êè âûâåøèâàþòñÿ ó âñåâîçìîæíûõ ëþêîâ, îòêðûòûõ äëÿïðîâåäåíèÿ ðàáîò, â ìåñòàõ ïðèñîåäèíåíèÿ øëàíãîâ è ïðîâîäîâ. Èõ íàçíà÷åíèå � ñèãíàëèçèðîâàòüî íåãîòîâíîñòè ñàìîëåòà ê âçëåòó. Ââåäåííûé íàìè "�ëàæîê"(f) òàêæå äîëæåí ñèãíàëèçèðîâàòüî íåãîòîâíîñòè ñèñòåìû ê ðåøåíèþ.



3. Ïðèìåð ðåàëèçàöèè 59ïîñòàâëåíî óñëîâèå u0 = 0. Â ñèëó òðèâèàëüíîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ íåèç-âåñòíàÿ u0 âîîáùå ìîæåò áûòü èñêëþ÷åíà èç ïðåîáðàçîâàííîé óêàçàííûìñïîñîáîì ñèñòåìû (21), ïîñëå ÷åãî åå ïîðÿäîê ñòàíåò ðàâíûì N . Îáðàùà-ÿñü êî âòîðîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ çàäà÷è (2), êîíñòàòèðóåì, ÷òî îíîÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì è íå âíîñèò íèêàêèõ âîçìóùåíèé â èíòåãðàë ýíåð-ãèè (3). Ñëåäîâàòåëüíî, íèêàêèõ èçìåíåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ýòèì ãðàíè÷íûìóñëîâèåì, âíîñèòü íå íóæíî íè â ìàòðèöó K(f), íè â âåêòîð F (f) .Èòàê, ïóñòü kij, i, j = 0, 1, ..., N � ýëåìåíòû ìàòðèöû K(f),
F (f) = [f0...fN ]T = [f0F

T ]T ,a
k0 = [k01k02...k0N ]T .Òîãäà ñèñòåìó (21) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
[
k00 kT

0

k0 K

] [
u0

U

]
=

[
f0

F

]
, (22)ãäå K � ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè kij, i, j = 1, 2, ..., N, a U = [u1...uN ]T .Èç (22) íàõîäèì, ÷òî

k00u0 + kT
0 U = f0,

k0u0 + KU = F .Ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé äîëæíî áûòü îòáðîøåíî, à îñòàëüíûå ìîãóòáûòü ïåðåïèñàíû â âèäå KU = F − k0u0. Íî u0 = 0 è ñèñòåìà óðàâíåíèéäëÿ îòûñêàíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îêîí÷àòåëüíî ïðèíèìàåò âèä
KU = F . (23)3. Ïðèìåð ðåàëèçàöèèÏîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (23) ñ ó÷åòîì (1) ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé (3.19).Äëÿ ýòîãî ïðîâåäåì âû÷èñëåíèÿ, ïðåäóñìîòðåííûå �îðìóëàìè (19), (20).Ïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû N=3. Â ýòîì ñëó÷àå

U (f) = [u0u1u2u3]
T ,

u(1) = [u0u1]
T , u(2) = [u1u2]

T , u(3) = [u2u3]
T ,
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S(1) =

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]
, S(2) =

[
0 1 0 0

0 0 1 0

]
, S(3) =

[
0 0 1 0

0 0 0 1

]
.Ïðîèçâåäÿ âû÷èñëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâèëà ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö,íàéäåì, ÷òîäëÿ ýëåìåíòà e(1):

E

h

K(1)[
1 −1

−1 1

] S(1)[
1 0 0 0

0 1 0 0

]
=

E

h

K(1)S(1)[
1 −1 0 0

−1 1 0 0

]
,

S(1)T


1 0

0 1
0 0

0 0




E

h

K(1)S(1)

[
1 −1 0 0

−1 1 0 0

]
=

E

h

S(1)T K(1)S(1)


1 −1 0 0

−1 1 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0


,äëÿ ýëåìåíòà e(2):

E

h

K(2)[
1 −1

−1 1

] S(2)[
0 1 0 0
0 0 1 0

]
=

E

h

K(2)S(2)[
0 1 −1 0
0 −1 1 0

]
,

S(2)T


0 0

1 0
0 1

0 0




E

h

K(2)S(2)

[
0 1 −1 0
0 −1 1 0

]
=

E

h

S(2)T K(2)S(2)


0 0 0 0

0 1 −1 0
0 −1 1 0

0 0 0 0


,äëÿ ýëåìåíòà e(3):

E

h

K(3)[
1 −1

−1 1

] S(3)[
0 0 1 0
0 0 0 1

]
=

E

h

K(3)S(3)[
0 0 1 −1
0 0 −1 1

]
,

S(3)T


0 0
0 0

1 0
0 1




E

h

K(3)S(3)

[
0 0 1 −1

0 0 −1 1

]
=

E

h

S(3)T K(3)S(3)


0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 1 −1
0 0 −1 1


.
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K(f) =

3∑

i=1

S(i)TK(i)S(i) =
E

h




1 −1 0 0
−1 1 + 1 −1 0
0 −1 1 + 1 −1

0 0 −1 1


 ,

S(1)T


1 0

0 1
0 0

0 0


Gh

F
(1)

[
1/2
1/2

]
+

S(2)T


0 0

1 0
0 1

0 0


Gh

F
(2)

[
1/2
1/2

]
+

S(3)T


0 0

0 0
1 0

0 1


Gh

F
(3)

[
1/2
1/2

]
= Gh

F (f)


1/2

1
1

1/2


.Ó÷åò ãëàâíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïðè x = 0 è ïîñëåäóþùåå èñêëþ÷å-íèå u0 ïðèâîäèò ê ñèñòåìå

E

h




2 −1 0

−1 2 −1
0 −1 1






u1

u2

u3


 = Gh




1

1
1/2


 , (24)êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ïîñòðîåííîé íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè ñèñòåìîé (3.19),åñëè â ïîñëåäíåé ïîëîæèòü N=3 è ïðèíÿòü (1).4. Óïðàæíåíèÿ1. Âûïèñàòü ñèñòåìó (23) â âèäå, àíàëîãè÷íîì (24), äëÿ ñëó÷àÿ íåðàâ-íîìåðíîé ñåòêè, ò.å. äëÿ òîãî ñëó÷àÿ, êîãäà êàæäûé ýëåìåíò e(i) èìååòñâîþ äëèíó, ðàâíóþ h(i) .2. ÏóñòüΠ

(i)
q (uh) =

∫
e(i) q(u

h)2dx = u(i)TM (i)u(i).Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà
M (i), íàçûâàåìàÿ ìàòðèöåé ìàññû, èìååò âèä

M (i) = hq

[
1/3 1/6
1/6 1/3

]
.3. �åøåíèþ êàêîé çàäà÷è îòâå÷àåò ñèñòåìà (21)?4. Â çàäà÷å (2.21), (1) îòêàæåìñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî g = 0. Ïóñòü

g 6= 0. Êàê ïðè ýòîì èçìåíèòñÿ ïðîöåäóðà "ñíÿòèÿ �ëàæêîâ" â ï. 2? Êàêèçìåíèòñÿ ñèñòåìà (24)?



62 Ëåêöèÿ 45. Ïóñòü èçó÷àåìûé ñòåðæåíü íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì. Èìåííî, ïóñòü
E =

{
E1, 0 < x < 3/2,

E2, 3/2 < x < 1.êàê áóäåò âûãëÿäåòü ñèñòåìà óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íàÿ ñèñòåìå (24)?



Ëåêöèÿ 5
ÒÅÕÍÎËÎ�Èß ÌÊÝÍà ïðåäûäóùèõ äâóõ ëåêöèÿõ äëÿ çàäà÷è (1.1), (2.21) íàìè áûëè ïî-ñòðîåíû óðàâíåíèÿ ÌÊÝ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè: ñïåöèàëüíîé ("êó-ñî÷íîé") ðåàëèçàöèåé ìåòîäà �àëåðêèíà è ïðè ïîìîùè ýâðèñòè÷åñêèõ ïî-ýëåìåíòíûõ ðàññóæäåíèé. Îáùèì ó ýòèõ ñïîñîáîâ áûëî òî, ÷òî ïðèáëè-æåííîå ðåøåíèå íà êàæäîì ýëåìåíòå áûëî ëèíåéíûì, à óçëû ðàñïîëàãà-ëèñü â êîíöàõ ýëåìåíòîâ. Ýòîãî îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû îáàñïîñîáà ïðèâåëè ê îäíèì è òåì æå óðàâíåíèÿì è îäíîìó è òîìó æå ïðè-áëèæåííîìó ðåøåíèþ. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî âòîðîé ñïîñîá íà ñàìîìäåëå íå âûõîäèò çà ðàìêè ñïåöèàëüíîé ("êóñî÷íîé") ðåàëèçàöèè ìåòî-äà �èòöà, èáî ïðèíÿòîå òàì ïðåäñòàâëåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íàýëåìåíòå ïðèâåëî ê åãî (ðåøåíèÿ) íåïðåðûâíîñòè (à, ñëåäîâàòåëüíî, èïðèíàäëåæíîñòè H1(I)) íà âñåì îòðåçêå.

1. Îò ýëåìåíòà...Ê ýòîìó ñïîñîáó ìîæíî áûëî áû ïðèéòè è äðóãèì ïóòåì, èñïîëüçóÿñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ. Åñëè I =
⋃N

i=1 e(i), òî ïóñòü
a(u, v) =

N∑

i=1

a(i)(u, v), l(v) =

N∑

i=1

l(i)(v), (1)63



64 Ëåêöèÿ 5ãäå a(i)(u, v) è l(i)(v) � ñóæåíèÿ áèëèíåéíîé è ëèíåéíîé �îðì íà ýëåìåíò
e(i), ò.å., íàïðèìåð, l(i)(v) =

∫
e(i)

fvdx. Â ñèëó (3.6)
A ≡ K = [a(ϕk, ϕl)]

n
1 =

[
N∑

i=1

a(i)(ϕk, ϕl)

]n

1

=

N∑

i=1

[
a(i)(ϕk|e(i), ϕl|e(i))

]n
1
,(2)ãäå ϕk|e(i) � ñóæåíèå áàçèñíîé �óíêöèè ϕk íà ýëåìåíò e(i). Ñîáåðåì òåïåðüâñå íåíóëåâûå ñóæåíèÿ áàçèñíûõ �óíêöèé ϕk íà e(i), óïîðÿäî÷èì èõêàêèì-ëèáî ñïîñîáîì, íàïðèìåð, ïî âîçðàñòàíèþ k è îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ
(i)
p .Áóäåì èõ íàçûâàòü áàçèñíûìè �óíêöèÿìè ýëåìåíòà e(i) èëè �óíêöèÿìè�îðìû ýòîãî ýëåìåíòà. Ïo �óíêöèÿì �îðìû ϕ

(i)
p ïîñòðîèì ìàòðèöó

K(i) =
[
a(i)(ϕ(i)

p , ϕ(i)
q )
]
, (3)ðàçìåðíîñòü êîòîðîé áóäåò ðàâíà ÷èñëó �óíêöèé �îðìû íà ýëåìåíòå e(i).Íàçîâåì ìàòðèöó K(i) ìàòðèöåé æåñòêîñòè ýëåìåíòà e(i) .Äàëåå, îáîçíà÷èì âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû �èòöà-�àëåðêèíà (3.4)÷åðåç F , ò.å. ïóñòü

F = [l(ϕk)]
n
1 .Êàê è âûøå ñ ó÷åòîì (1) íàõîäèì, ÷òî

F =
N∑

i=1

[
l(i)(ϕk|e(i))

]n
1
. (4)Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ϕ

(i)
p , ïîñòðîèì âåêòîð

F (i) =
[
l(i)(ϕ(i)

p )
] (5)òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî è K(i), êîòîðûé íàçîâåì âåêòîðîì íàãðóçêèýëåìåíòà e(i) .Ñðàâíèì �îðìóëû (3) è (5) ñ (4.12), (4.13). Äëÿ ýòîãî çàäàäèìñÿ êîí-êðåòíîé ðåàëèçàöèåé ÌÊÝ, ðàññìîòðåííîé â ëåêöèè 3. Â ñèëó (3.9), (3.10)íåíóëåâûå ñóæåíèÿ íà ýëåìåíò e(i) = [xi−1, xi] áóäóò èìåòü òîëüêî äâåáàçèñíûå �óíêöèè ϕi−1(x) è ϕi(x). Îáîçíà÷àÿ èõ ñóæåíèÿ íà e(i) ÷åðåç
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ϕ

(i)
i−1(x) è ϕ

(i)
i (x), ïðèäåì ê �óíêöèÿì �îðìû (4.6), ââåäåííûì íà ïðåäû-äóùåé ëåêöèè. Óáåäèìñÿ òåïåðü â òîì, ÷òî ìàòðèöû (3) è (4.12), òàêæåêàê è âåêòîðû (5) è (4.13), ñîâïàäàþò. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü âîâíèìàíèå (4.8), (4.11) è òî, ÷òî âêëàä â ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ äå�îð-ìàöèè îò ýëåìåíòà e(i) íà ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè � âåëè÷èíà Π

(i)
E (uh),ââåäåííàÿ íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè � åñòü íå ÷òî èíîå, êàê 1

2a
(i)(uh, uh).Ñäåëàííîå íàáëþäåíèå íàâîäèò íà ìûñëü âñåãäà íà÷èíàòü ïîñòðîåíèåÌÊÝ ñ ðàññìîòðåíèé íà ýëåìåíòå. Òàê ìû è áóäåì ïîñòóïàòü.2. Òåõíîëîãèÿ ñáîðêè�ëîáàëüíóþ ìàòðèöó æåñòêîñòè K(f) è ãëîáàëüíûé âåêòîð íàãðóçêè

F (f) â ïðåäûäóùåé ëåêöèè ìû ïîñòðîèëè ïóòåì âû÷èñëåíèé ïî �îðìó-ëàì (4.19) è (4.20) ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèö æåñòêîñòè K(i) è âåêòîðîâíàãðóçêè F (i) ýëåìåíòîâ e(i) âêóïå ñ ìàòðèöàìè êèíåìàòè÷åñêèõ ñâÿçåé
S(i). Ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, êàê ìîæíî (è íóæíî) ñòðîèòü K(f) è F (f) áåçïåðåìíîæåíèé ìàòðèö è óìíîæåíèé ìàòðèö íà âåêòîðû, ïðåäïèñûâàåìûõ�îðìóëàìè (4.19), (4.20). �àññìîòðèì ýòîò âîïðîñ ïðèìåíèòåëüíî ê ñèòó-àöèè áîëåå îáùåé, ÷åì èìåëà ìåñòî â ïðåäûäóùåé ëåêöèè, ñ òåì, ÷òîáûèçëàãàåìîé ïðîöåäóðîé ìîæíî áûëî ïîëüçîâàòüñÿ è â äàëüíåéøåì.Ïóñòü v � âåêòîð, dimv � åãî ðàçìåðíîñòü, à v(k), k=1,..., dimv � åãî
k-ÿ êîìïîíåíòà. Àíàëîãè÷íî, ïóñòüA(k, l)� ýëåìåíò ìàòðèöû A, ñòîÿùèéâ k-é ñòðîêå è â l-òîì ñòîëáöå.2.1. Ìàòðèöà êèíåìàòè÷åñêèõ ñâÿçåé S(i). Îïèøåì �îðìàëüíî ìàò-ðèöó êèíåìàòè÷åñêèõ ñâÿçåé S(i), ò.å. ìàòðèöó, óñòàíàâëèâàþùóþ ñâÿçüìåæäó âåêòîðîì óçëîâûõ çíà÷åíèé

u(i) =
[
u(i)(1) . . . u(i)(dimu(i))

]Týëåìåíòà e(i) è ãëîáàëüíûì âåêòîðîì óçëîâûõ çíà÷åíèé
U (f) =

[
U(f)(1) . . . U(f)(dimU (f))

]Tïî �îðìóëå
u(i) = S(i)U (f). (6)



66 Ëåêöèÿ 5×òîáû ñîîòíîøåíèå (6) èìåëî ìåñòî, ìàòðèöà S(i) äîëæíà èìåòü dimu(i)ñòðîê è dimU (f) ñòîëáöîâ. Ïóñòü
u(i)(1)=U(f)(j

(i)
1 ), . . . , u(i)(p)=U(f)(j

(i)
p ), . . . , u(i)(dimu(i))= U(f)(j

(i)

dimu(i)),(7)ò.å. êîìïîíåíòà âåêòîðà u(i) ñ íîìåðîì p ÿâëÿåòñÿ j
(i)
p -é êîìïîíåíòîé âåê-òîðà U (f). Áóäåì íàçûâàòü j

(i)
p ãëîáàëüíûì íîìåðîì p-é êîìïîíåíòû âåê-òîðà u(i). Èç ãëîáàëüíûõ íîìåðîâ êîìïîíåíò âåêòîðà óçëîâûõ çíà÷åíèé

u(i) îáðàçóåì óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
M

(i) =
(
j
(i)
1 , j

(i)
2 , . . . , j(i)

p , . . . , j
(i)

dimu(i)

)
. (8)Â ñèëó (6), (7)

u(i)(p) =

dimU (f)∑

k=1

S(i)(p, k)U(f)(k) = U(f)(j
(i)
p )è, ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû p-é ñòðîêè ìàòðèöû S(i) ñóòü

S(i)(p, k) = δ
j
(i)
p ,k

, (9)ãäå
δm,n =

{
0, m 6= n,

1, m = n� ñèìâîë Êðîíåêåðà. Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû S(i)èìååòñÿ ðîâíî îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò, ðàâíûé 1, à òàê êàê âñå j
(i)
p èç(7),(8) ðàçëè÷íû , òî â êàæäîì ñòîëáöå ýòîé ìàòðèöû ñîäåðæèòñÿ íåáîëåå îäíîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà. Ñîîòíîøåíèÿ (8), (9) ïîëíîñòüþ çàäà-þò ìàòðèöó S(i). Ìàòðèöû S(i) áóäóò èñïîëüçîâàíû íàìè äëÿ ïîñòðîåíèÿãëîáàëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè K(f) è ãëîáàëüíîãî âåêòîðà íàãðóçêè F (f)ïî �îðìóëàì (4.19), (4.20), êîòîðûå îòíûíå ïðèîáðåòàþò áîëåå øèðîêèéñìûñë, ÷åì òîò, êîòîðûé áûë â íèõ çàëîæåí â ïðåäûäóùåé ëåêöèè.2.2. Ìàòðèöà S(i)TK(i)S(i). Îïèøåì ìàòðèöó S(i)TK(i)S(i) èç (4.19). Ïî



2. Òåõíîëîãèÿ ñáîðêè 67îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö
[
K(i)S(i)

]
(p, l) =

dimu(i)∑

q=1

K(i)(p, q)S(i)(q, l),

[
S(i)TK(i)S(i)

]
(k, l) =

dim u(i)∑

p=1

S(i)T (k, p)
[
K(i)S(i)

]
(p, l) =

=
dimu(i)∑

p,q=1

S(i)T (k, p)K(i)(p, q)S(i)(q, l).Íî S(i)T (k, p) = S(i)(p, k), à ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå åùå è (9), áóäåì èìåòü
[
S(i)TK(i)S(i)

]
(k, l) =

dimu(i)∑

p,q=1

δ
j
(i)
p ,k

δ
j
(i)
q ,l

K(i)(p, q). (10)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ëèáî k /∈ M
(i) ëèáî l /∈ M

(i), òî
[
S(i)TK(i)S(i)

]
(k, l) = 0. (11)Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû S(i)TK(i)S(i) ìîãóò ðàñ-ïîëàãàòüñÿ òîëüêî íà ïåðåñå÷åíèÿõ òåõ ñòðîê è ñòîëáöîâ , íîìåðà êî-òîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó M

(i) èç (8).Äàëåå, òàê êàê äâîéíàÿ ñóììà â (10) ìîæåò èìåòü ëèøü íå áîëåå îäíî-ãî îòëè÷íîãî îò íóëÿ ñëàãàåìîãî, òî êàæäûé îòëè÷íûé îò íóëÿ ýëåìåíòìàòðèöû S(i)TK(i)S(i) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îäèí ýëåìåíò ìàòðèöû K(i) (ñîâ-ïàäàåò ñ íèì). Èìåííî, åñëè k, l ∈ M
(i), ò.å. k = j

(i)
m , l = j

(i)
n , òî

[
S(i)TK(i)S(i)

]
(k, l) = K(i)(m, n). (12)Èòàê, ñîîòíîøåíèå (12) ïîçâîëÿåò ïî M

(i) è K(i) ñòðîèòü S(i)TK(i)S(i),ìèíóÿ íåïîñðåäñòâåííîå ïåðåìíîæåíèå ìàòðèö.2.3. Ìàòðèöà èíäåêñîâ. Ñîáåðåì èí�îðìàöèþ î ìíîæåñòâàõ M
(i) äëÿâñåõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ïðåäïîëàãàÿ,÷òî âñå dimu(i) îäèíàêîâû) â âè-äå ìàòðèöû, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé èíäåêñîâ è îáîçíà÷àòü



68 Ëåêöèÿ 5÷åðåç L. �àñïîëàãàÿ ýëåìåíòû M
(i) ïî ñòîëáöó, áóäåì èìåòü:

L =




j
(1)
1 j

(2)
1 . . . j

(N)
1

j
(1)
2 j

(2)
2 . . . j

(N)
2

j
(1)

dim u(1) j
(2)

dimu(2) . . . j
(N)

dim u(N)


 . (13)

ßñíî, ÷òî L(p, i) = j
(i)
p åñòü ãëîáàëüíûé íîìåð â U (f) p-îé êîìïîíåíòûâåêòîðà u(i), ò.å. (7) ïðèíèìàåò âèä

U(f) (L(p, i)) = u(i)(p). (14)Ñîîòíîøåíèÿ (14) ïîëíîñòüþ çàäàþò ìàòðèöó èíäåêñîâ (13).Ïðè ïîìîùè ìàòðèöû èíäåêñîâ ñîîòíîøåíèå (12) ìîæíî ïåðåïèñàòü âñëåäóþùåì âèäå :
K(i)(m, n) =

[
S(i)TK(i)S(i)

]
(L(m, i), L(n, i)) . (15)Ìû òåïåðü ìîæåì îïèñàòü âåñü ïðîöåññ �îðìèðîâàíèÿ (ñáîðêè) ãëî-áàëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè K(f). Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî (4.19), ýëåìåíòû

K(f) îáðàçóþòñÿ â ðåçóëüòàòå ñëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ìàò-ðèö S(i)TK(i)S(i), êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü ëèáî ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè (ñì.(11)),ëèáî ñîâïàäàþò ñ ýëåìåíòàìè K(i) ( ñì.(12)), òî ïðè �îðìèðîâàíèè K(f)ýëåìåíò K(i)(m, n) ëîêàëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè êîíå÷íîãî ýëåìåíòà e(i)äîëæåí ñòàòü àääèòèâíîé ñîñòàâëÿþùåé ýëåìåíòà K(f) (L(m, i), L(n, i))ãëîáàëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè :
K(i)(m, n) → K(f) (L(m, i), L(n, i)) . (16)Ïîïðîñòó ãîâîðÿ, ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè �îðìèðóåòñÿ ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà îòâåäåííûé äëÿ íåå ìàññèâ çàïîëíÿåòñÿ íóëÿìè, àçàòåì, ñîãëàñíî(15), ýëåìåíòû ëîêàëüíûõ ìàòðèö K(i)(m, n) ïðèáàâëÿþò-ñÿ ê ÷èñëàì, ðàñïîëîæåííûì â ïîçèöèÿõ (L(m, i), L(n, i)) .



3. Ïðèìåð 692.4. �ëîáàëüíûé âåêòîð íàãðóçêè. ×òî êàñàåòñÿ �îðìèðîâàíèÿ ãëî-áàëüíîãî âåêòîðà íàãðóçêè F (f) èç (4.20), òî òàê êàê
[
S(i)TF (i)

]
(k) =

dim u(i)∑

p=1

S(i)T (k, p)F (i)(p) =

=

dim u(i)∑

p=1

S(i)(p, k)F (i)(p) =

=
dim u(i)∑

p=1

δ
j
(i)
p ,k

F (i)(p) =

=

{
0, k /∈ M

(i)

F (i)(p), k = j
(i)
p ∈ M

(i)
,òî íåíóëåâûå êîìïîíåíòû S(i)TF (i) èìåþò íîìåðà, ïåðå÷èñëåííûå âM

(i), èñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîìïîíåíòàìè F (i) ñîãëàñíî (14). Îòñþäà
F (i)(m) → F(f) (L(m, i)) . (17)3. ÏðèìåðÏðèìåíèì îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ñáîðêè ê ïîñòðîåíèþ ìàòðèöû æåñò-êîñòè K(f) è âåêòîðà íàãðóçêè F (f), îòâå÷àþùèõ êîíå÷íîýëåìåíòíîìó ðå-øåíèþ çàäà÷è (4.2) ïðè ïîìîùè ëèíåéíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ðàññìîò-ðåííûõ íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè. Ïóñòü, êàê è â ïðèìåðå èç ïðåäûäóùåéëåêöèè, îòðåçîê [0,1℄ ðàçáèò íà òðè ýëåìåíòà e(i) ðàâíîé äëèíû h = 1/3(ñì.ðèñ. 1). Ïðèíÿòàÿ íàìè ðàíåå íóìåðàöèÿ óçëîâ ïî �îðìóëå
0 1 2 3

1 2 3 4

• • • •

�èñ. 1
e(1) e(2) e(3)ýëåìåíòûóçëûíîâàÿíóìåðàöèÿóçëîâ
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xi = ih, i = 0, 1, 2, 3, òåïåðü íàñ íå óñòðàèâàåò, èáî ÷òîáû óëîæèòüñÿ â�îðìàëüíóþ ñõåìó, ãëîáàëüíûå íîìåðà äîëæíû ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò1 äî dimU (f) = 4. Ïåðåíóìåðóåì óçëû òàê, êàê ýòî èçîáðàæåíî íà ðèñ. 1â êðóæî÷êàõ. Íà ýëåìåíòå e(i) ëîêàëüíóþ íóìåðàöèþ óçëîâ îñóùåñòâèìêàê èçîáðàæåíî íà ðèñ. 2.

1 2

• •�èñ. 2
e(i)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå N = 3, dimu(i) = 2, dimU (f) = 4. Ìàòðè-öà æåñòêîñòè è âåêòîð íàãðóçêè ýëåìåíòà çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (4.12),(4.13) ñîîòâåòñòâåííî . Âûïèøåì ìàòðèöó èíäåêñîâ. Ñîãëàñíî (14) è ðèñ.1,2 îíà èìååò ñëåäóþùèé âèä
L =

[
1 2 3
2 3 4

]
. (18)Ñîîòíîøåíèÿ (4.12), (4.13) è (18) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò K(f) è F (f). Ïî-ñòðîèì èõ. Èç (16), (17) ñëåäóåò, ÷òî âêëàä ìàòðèöû K(1) â K(f) è âåêòîðà

F (1) â F (f) îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíòàìè ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû èíäåêñîâ(18) è îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýëåìåíò K(1)(1, 1) ñêëàäûâà-åòñÿ ñ ýëåìåíòîì èç ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà �îðìèðóåìîé ìàò-ðèöû K(f), ïåðâîíà÷àëüíî ñîñòîÿùåé èç îäíèõ íóëåé, (çàïèøåì ýòî òàê:
(1, 1) → (1, 1)), ýëåìåíò K(1)(2, 1) ñêëàäûâàåòñÿ ñ ýëåìåíòîì èç âòîðîéñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà (2, 1) → (2, 1), à ýëåìåíòû K(1)(1, 2) è K(1)(2, 2)� ñ ýëåìåíòàìè ïåðâîé è âòîðîé ñòðîê ñîîòâåòñòâåííî èç âòîðîãî ñòîëáöà,ò.å. (1, 2) → (1, 2), (2, 2) → (2, 2). Àíàëîãè÷íî îñóùåñòâëÿåòñÿ âêëàä F (1)â F (f). Ñîáåðåì ñïèñîê ïåðåìåùåíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû K(1) è âåêòîðà
F (1) â òàáëèöó:

(1, 1) → (1, 1)
(2, 1) → (2, 1)

(1, 2) → (1, 2)
(2, 2) → (2, 2)

(1) → (1)
(2) → (2)

.



3. Ïðèìåð 71Òåì ñàìûì, ìàòðèöà S(1)TK(1)S(1) è âåêòîð S(1)TF (1) èç (4.19), (4.20) ñóòü
E

h




1 −1 0 0

−1 1 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0


 , Gh




1/2

1/2

0
0


 ,

ãäå â ðàìî÷êó çàêëþ÷åíû ýëåìåíòû K(1) è F (1).Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåí ïðîöåññ ñáîðêè K(f) è F (f). Êàæäàÿ ÿ÷åéêà, îòâå-äåííàÿ íà ýòîì ðèñóíêå äëÿ ýëåìåíòîâ K(f) è F (f) (èçîáðàæåíà æèðíûìèëèíèÿìè) ðàçáèòà íà òðè êëåòî÷êè (ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ íà [0,1℄),
E

h
Gh

1 −1

−1 1

−1

1 −1 1/2

1/2

1/2

−1 −11 1 1/2 1/2

1/2−1 1�èñ. 3è âêëàä â K(f) è F (f) îò K(i) è F (i) èçîáðàæåí â ñîîòâåòñòâóþùåé êëå-òî÷êå, êîòîðûå ñîïîñòàâëåíû ýëåìåíòàì ñîãëàñíî ðèñ. 4.
1 2 3�èñ. 4Îïèñàííîìó ýòàïó ñáîðêè � âêëàäó ýëåìåíòà e(1) � îòâåäåíû ëåâûåêëåòî÷êè â êàæäîé ÿ÷åéêå, à ýëåìåíòû K(1) è F (1) ðàçìåùåíû â òåõ èçíèõ, êîòîðûå èìåþò øòðèõîâêó.Âêëàä â K(f) è F (f) îò îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ îñóùåñòâëÿþòñÿ àíàëîãè÷-íî. Äëÿ âèçóàëèçàöèè ñáîðêè (íà áóìàãå, íî íå â ìàøèíå!) ìîæåò îêàçàòü-ñÿ ïîëåçíûì è äàëåå âûïèñûâàòü òàáëèöû íîâûõ ïîçèöèé ýëåìåíòîâ K(i)



72 Ëåêöèÿ 5è F (i) â K(f) è F (f). Ýòè òàáëèöû ñòðîÿòñÿ èç íàäëåæàùèì îáðàçîì ïîâòî-ðåííûõ ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöîâ L. Íàïðèìåð , äëÿ ýëåìåíòà
e(2) ïðîöåññ �îðìèðîâàíèÿ òàáëèöû òàêîâ:

2

3
→ 2 2

3 3
→ 2 2 2 3

3 3
→ (2, 2) (2, 3)

(3, 2) (3, 3)Èç ðèñ. 3 íàõîäèì, ÷òî ñèñòåìà (4.21) èìååò âèä
E

h




1 −1 0 0
−1 2 −1 0

0 −1 2 −1
0 0 −1 1







u1

u2

u3

u4


 = Gh




1/2
1

1
1/2


 ,à ïîñëå ó÷åòà ãëàâíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (4.1 ) ïîëó÷èì

E

h




2 −1 0

−1 2 −1
0 −1 1






u2

u3

u4


 = Gh




1

1
1/2


 ,÷òî (ñ òî÷íîñòüþ äî íóìåðàöèè çíà÷åíèé ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ) ñîâ-ïàäàåò ñ (4.24). 4. Óïðàæíåíèÿ1. Ïóñòü íåñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ �îðìà a(u, v) çàäàíà ñîîòíîøå-íèåì (2.17), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåñàìîñîïðÿæåííîìó óðàâíåíèþ (2.16), à

a(i)(u, v) = a(i)
p (u, v) + a(i)

r (u, v) + a(i)
q (u, v),ãäå, íàïðèìåð,

a(i)
r (u, v) =

∫

e(i)

r(x)u′(x)v(x)dx.Èñïîëüçóÿ (3), äîêàçàòü, ÷òî, åñëè êîíå÷íîýëåìåíòíîå ðåøåíèå ïðèíàä-ëåæèò Sh
1 èç (3.8), òî ìàòðèöà æåñòêîñòè K

(i)
r , îòâå÷àþùàÿ áèëèíåéíîé�îðìå a

(i)
r (u, v) ïðè r(x) = 
onst = r, åñòü

K(i)
r =

r

2

[
−1 1
−1 1

]
.



4. Óïðàæíåíèÿ 732. Ñîïðÿæåííîå ê (2.16) óðàâíåíèå èìååò âèä
−(p(x)u′)′ − (r(x)u)′ + q(x)u = f(x),à ñîîòâåòñòâóþùåå âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå åñòü

∫ 1

0

(p(x)u′v′ + r(x)uv′ + q(x)uv) dx =

∫ 1

0

f(x)vdx.Ïóñòü
a∗(i)r (u, v) =

∫

e(i)

r(x)u(x)v′(x)dx.Â óñëîâèÿõ óïðàæíåíèÿ 1 ïîñòðîèòü ìàòðèöó æåñòêîñòè K
(i)
r , îòâå÷àþ-ùóþ áèëèíåéíîé �îðìå a

∗(i)
r (u, v).3. Â áèëèíåéíóþ �îðìó ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà e(N) âõîäèò ñëàãàåìîå
a(N)

κ (u, v) = κu(1)v(1),ãäå κ = 
onst. Â óñëîâèÿõ óïðàæíåíèÿ 1 ïîñòðîèòü ìàòðèöó æåñòêîñòè
K

(N)
κ , îòâå÷àþùóþ áèëèíåéíîé �îðìå a

(N)
κ (u, v).4. Ïîñòðîèòü ãëîáàëüíóþ ìàòðèöó æåñòêîñòè, îòâå÷àþùóþ áèëèíåé-íîé �îðìå

a(u, v) =

∫ 1

0

u′v′dxè êîíå÷íîýëåìåíòíîìó ïðîñòðàíñòâó Sh
1 èç (3.8) ïðè N = 4 è íóìåðàöèèóçëîâ, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 5.5. Ïîñòðîèòü ãëîáàëüíóþ ìàòðèöó æåñòêîñòè, îòâå÷àþùóþ áèëèíåé-íîé �îðìå èç óïðàæíåíèÿ 4 è êîíå÷íîýëåìåíòíîìó ïðîñòðàíñòâó êóñî÷íî-ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, åñëè êîîðäèíàòû êîíöîâ ýëåìåíòîâ òà-êîâû, êàê íà íà ðèñ. 6, à íóìåðàöèÿ îáû÷íàÿ.

• • • • •
5 4 1 3 2�èñ. 5 • • • • •

0 1/2 3/4 7/8 1�èñ. 6





Ëåêöèÿ 6
ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÛÅ ÝËÅÌÅÍÒÛ

1. Ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûõ íåïðåðûâíûõ�óíêöèéÂ òðåòüåé ëåêöèè äëÿ çàäà÷è (1.1), (2.21) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, äëÿ çà-äà÷è (3.12) áûë ïîñòðîåí òàêîé ÌÊÝ, êîòîðûé äàåò ïðèáëèæåííîå ðåøå-íèå â âèäå êóñî÷íî-ëèíåéíîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè. Çäåñü ìû ïîñòðîèìäðóãîé ÌÊÝ, ðåøåíèåì êîòîðîãî áóäåò êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íàÿ íåïðåðûâ-íàÿ �óíêöèÿ, êâàäðàòè÷íàÿ íà êàæäîì ýëåìåíòå.Ïóñòü, êàê è ðàíåå, îòðåçîê I ðàçáèò òî÷êàìè xi = ih = i/N íà Nðàâíûõ ÷àñòåé e(i) = [xi−1, xi]. Íà ýòîì ðàçáèåíèè çàäàäèì ïðîñòðàíñòâî
Sh

2 :=
{

vh(x) ∈ C(I) | vh|e(i) ∈ P2(e
(i)), i = 1, . . . , N

} (1)êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûõ, íåïðåðûâíûõ, êâàäðàòè÷íûõ íà êàæäîì ýëåìåí-òå �óíêöèé. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïî ñëîæíîñòè ïîñëåïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî-ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, çàäàâàåìîãî ñî-îòíîøåíèåì (3.8), êîíå÷íîýëåìåíòíûì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâ-íåíèÿ (1.1). Ìû óæå çíàåì, ÷òî êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæåòñîäåðæàòü òîëüêî íåïðåðûâíûå �óíêöèè, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî íåáóäåò ïîäïðîñòðàíñòâîì H1(I), à ìåòîä íå áóäåò ãàëåðêèíñêèì.Ïîäñ÷èòàåì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Sh
2 . Òàê êàê îòðåçîê [0, 1] ðàç-áèò íà N ýëåìåíòîâ, à íà êàæäîì ýëåìåíòå �óíêöèÿ èç Sh

2 ïðåäñòàâëÿåò75



76 Ëåêöèÿ 6ñîáîé ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè, çàäàâàåìûé òðåìÿ ïàðàìåòðàìè, òî ðàç-ìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûõ (íå íåïðåðûâíûõ!) �óíê-öèé íà äàííîì ðàçáèåíèè åñòü 3N . Òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè �óíêöèéèç Sh
2 íàêëàäûâàåò (N − 1) ñâÿçåé (ïî ÷èñëó îáùèõ êîíöîâ ýëåìåíòîâ) è,ñëåäîâàòåëüíî, dimSh

2 = 3N − (N − 1) = 2N + 1.Ïðîñòðàíñòâî Sh
2 åùå íå ïðèãîäíî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1), (2.21) � íåó÷òåíû ãëàâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è. Ïîñêîëüêó òàêîâûì ÿâëÿåòñÿòîëüêî ïåðâîå èç óñëîâèé (2.21), òî äàííîå òðåáîâàíèå áóäåò âûïîëíåíîäëÿ �óíêöèé èç ïîäïðîñòðàíñòâà

S̃h
2 :=

{
vh(x) ∈ Sh

2 | vh(0) = 0
} (2)ïðîñòðàíñòâà Sh

2 . Î÷åâèäíî, ÷òî S̃h
2 ∈ H̃1(I), dim S̃h

2 = 2N , à íîâîå êîíå÷-íîýëåìåíòíîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.12) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (3.14) ñ
S̃h

2 èç (2) âìåñòî S̃h
1 :
uh(x) ∈ S̃h

2 : a(u, v) = l(v) ∀v ∈ S̃h
2 . (3)Íàïîìíèì, ÷òî a(u, v) è l(v) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3.11).×òîáû íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è (3), íóæíî ââåñòè áàçèñ â S̃h

2 , ðàçëîæèòüïî ýòîìó áàçèñó ðåøåíèå uh, íàïèñàòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ (ïîñòðîèòüÌÊÝ) è ðåøèòü ïîñòðîåííóþ ñèñòåìó. Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèèÌÊÝ, ò.å. â ïîñòðîåíèè ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé è åå ïðàâîé ÷àñòè.Â ÷åòâåðòîé ëåêöèè íàì óäàëîñü ýòî ñäåëàòü (äëÿ ñëó÷àÿ S̃h
1 âìåñòî S̃h

2 )ïóòåì ïîýëåìåíòíûõ ïîñòðîåíèé è ïîñëåäóþùåé ñáîðêè. Â ïÿòîé ëåêöèèáûëà îïèñàíà îáùàÿ òåõíîëîãèÿ òàêèõ ïîñòðîåíèé. Åþ ìû çäåñü è âîñ-ïîëüçóåìñÿ.2. Ìàòðèöû æåñòêîñòè è ìàññû. Âåêòîð íàãðóçêèÂ ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèåíèåì îòðåçêà [0, 1] íà ýëåìåíòû e(i) ïðåäñòàâèìáèëèíåéíóþ è ëèíåéíóþ �îðìû (3.11) â âèäå
a(u, v) =

N∑

i=1

a(i)(u, v), l(v) =

N∑

i=1

l(i)(v),



2. Ìàòðèöû æåñòêîñòè è ìàññû. Âåêòîð íàãðóçêè 77ãäå
a(i)(u, v) :=

∫

e(i)

(pu′v′ + quv)dx, i = 1, . . . , N − 1,

l(i)(v) :=

∫

e(i)

fvdx, i = 1, . . . , N − 1,

(4)
à ïîñêîëüêó òî÷êà x = 1 ïðèíàäëåæèò ëèøü ýëåìåíòó e(N) , òî âíåèí-òåãðàëüíûå ÷ëåíû â (3.11) äîëæíû áûòü îòíåñåíû ê a(N)(u, v) è l(N)(v)ò.å.

a(N)(u, v) :=

∫

e(N)

(pu′v′ + quv)dx + κu(1)v(1),

l(N)(v) :=

∫

e(N)

fvdx + gv(1).

(5)
Ïóñòü, êðîìå òîãî,

a(i)
p (u, v) :=

∫

e(i)

p(x)u′v′dx, a(i)
q (u, v) :=

∫

e(i)

q(x)uvdx, (6)
a(N)

κ (u, v) := κu(1)v(1), l(N)
g (v) := gv(1). (7)Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå uh(x) íà ýëåìåíòàõ e(i)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè, âèä êîòîðîãî ïîëíîñòüþîïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì åãî çíà÷åíèé â òðåõ òî÷êàõ. ×òîáû íå âîéòè âïðîòèâîðå÷èå ñ âûøåñêàçàííûì, ýòè òðè òî÷êè íå ìîãóò áûòü âûáðàíûïðîèçâîëüíî: äâå èç íèõ îáÿçàíû ðàñïîëàãàòüñÿ â êîíöàõ ýëåìåíòà e(i),ò.å. èìåòü êîîðäèíàòû xi−1 è xi. Åñëè ìû ýòîãî íå ñäåëàåì, à ðàñïîëîæèìâñå òðè òî÷êè âíóòðè e(i), òî ïðè çàäàíèè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íàñîñåäíåì ýëåìåíòå, ñêàæåì, íà e(i+1), âîîáùå ãîâîðÿ, áóäåò íàðóøåíà åãîíåïðåðûâíîñòü â òî÷êå xi, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) íåäîïóñòèìî. Ýòîãîíå ïðîèçîéäåò, åñëè êîíå÷íîýëåìåíòíîå ðåøåíèå uh(x) íà e(i) çàäàåòñÿçíà÷åíèÿìè â xi−1 è xi, èáî òîãäà íà ñîñåäíèõ ýëåìåíòàõ e(i−1) è e(i+1) äëÿçàäàíèÿ ðåøåíèÿ áóäóò èñïîëüçîâàíû óæå ââåäåííûå çíà÷åíèÿ uh(xi−1) è

uh(xi).



78 Ëåêöèÿ 6Èòàê, íàçîâåì òî÷êè xi−1 è xi óçëàìè ýëåìåíòà e(i) è áóäåì â íèõ çàäà-âàòü èñêîìîå ðåøåíèå. �àñïîëîæåíèå òðåòüåãî óçëà íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿíà ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè, òàê ÷òî, èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè,ïîìåñòèì åãî â ñåðåäèíó e(i). Ââåäåì íà e(i) ëîêàëüíóþ íóìåðàöèþ óçëîâ,ïðîíóìåðîâàâ èõ ñëåâà íàïðàâî ÷èñëàìè 1, 2 è 3. Ôóíêöèè �îðìû íà e(i)çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàññìîòðèì îòðåçîê [0, 1] îñè t, ââåäåì íàíåì óçëû ñ êîîðäèíàòàìè 0, 1/2 è 1, ïðîíóìåðóåì èõ ÷èñëàìè 1, 2 è 3,ñîîòâåòñòâåííî, è îïðåäåëèì �óíêöèè
ϕ1(t) = 2(t − 1)(t − 1/2), ϕ2(t) = 4t(1 − t), ϕ3(t) = 2t(t − 1/2). (8)Âèä ýòèõ �óíêöèé èçîáðàæåí íà ðèñ. 1. Òîãäà �óíêöèè

ϕ
(i)
k = ϕk

(
x − xi−1

h

)
, k = 1, 2, 3 (9)ñóòü �óíêöèè �îðìû êâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòà e(i) è

uh(x) =
3∑

k=1

ukϕ
(i)
k (x), x ∈ e(i), (10)ãäå uk � çíà÷åíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â k-îì óçëå ýëåìåíòà e(i).

1

1

0

2 3

1

ϕ

t

ϕ1(t) ϕ2(t) ϕ3(t)

�èñ. 1Ïóñòü, êàê è ðàíüøå,
u(i) = [u1 u2 u3]

T (11)



2. Ìàòðèöû æåñòêîñòè è ìàññû. Âåêòîð íàãðóçêè 79� âåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íà e(i), à
Φ(i) =

[
ϕ

(i)
1 (x) ϕ

(i)
2 (x) ϕ

(i)
3 (x)

] (12)� ìàòðèöà �óíêöèé �îðìû. Èñïîëüçóÿ (11), (12), ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå(10) çàïèøåì â âèäå
uh(x) = Φ(i)(x)u(i), x ∈ e(i). (13)Òîãäà

duh(x)

dx
=

[
d

dx
Φ(i)(x)

]
u(i), x ∈ e(i). (14)Ïóñòü vh(x) = Φ(i)v(i) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè íà

e(i). Ïîäñòàâëÿÿ (14) è dvh/dx = [dΦ(i)/dx]v(i) â ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé(6), íàõîäèì, ÷òî
a(i)

p (uh, vh) =

∫

e(i)

p(x)

(
dΦ(i)

dx
u(i)

)(
dΦ(i)

dx
v(i)

)
dx.Íî

dΦ(i)

dx
v(i) =

(
dΦ(i)

dx
v(i)

)T

= v(i)T

[
dΦ(i)

dx

]Tè, ñëåäîâàòåëüíî,
a(i)

p (uh, vh) =

∫

e(i)

v(i)T

[
dΦ(i)

dx

]T

p(x)

[
dΦ(i)

dx

]
u(i)dx.Ïðèíèìàÿ òåïåðü âî âíèìàíèå, ÷òî u(i) è v(i) � ÷èñëîâûå âåêòîðû è,ñëåäîâàòåëüíî, ìîãóò áûòü âûíåñåíû èç ïîä çíàêà èíòåãðàëà, áóäåì èìåòü

a(i)
p (uh, vh) = v(i)T

∫

e(i)

[
dΦ(i)

dx

]T

p(x)

[
dΦ(i)

dx

]
dxu(i) = v(i)TK(i)

p u(i), (15)ãäå
K(i)

p =

∫

e(i)

[
dΦ(i)

dx

]T

p(x)

[
dΦ(i)

dx

]
dx (16)



80 Ëåêöèÿ 6� ìàòðèöà æåñòêîñòè ýëåìåíòà e(i), îòâå÷àþùàÿ áèëèíåéíîé �îðìå a
(i)
p .Íàéäåì ÿâíûé âèä K

(i)
p äëÿ òîãî ñëó÷àÿ, êîãäà p(x) = 
onst = p ïðè

x ∈ e(i). Ñäåëàåì â (16) çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëàãàÿ
x − xi−1

h
= t. (17)Ñ ó÷åòîì (12), (9), (8) ïîëó÷èì

K(i)
p =

∫ 1

0

1

h




dϕ1/dt

dϕ2/dt
dϕ3/dt


p

1

h

[
dϕ1

dt

dϕ2

dt

dϕ3

dt

]
hdt =

=
p

h

∫ 1

0




4t − 3
−8t + 4

4t − 1


 [(4t − 3) (−8t + 4) (4t− 1)] dt =

=
p

3h




7 −8 1
−8 16 −8
1 −8 7


 .

(18)
Ïîäñòàâëÿÿ (13) è vh(x) = Φ(i)v(i) âî âòîðîå ñîîòíîøåíèå (6), àíàëîãè÷íîèìååì

aq(u
h, vh) =

∫

e(i)

q(x)(Φ(i)u(i))(Φ(i)v(i))dx =

= v(i)T

∫

e(i)

Φ(i)Tq(x)Φ(i)dx u(i) = v(i)TK(i)
q u(i),

(19)ãäå
K(i)

q =: M (i) =

∫

e(i)

Φ(i)T q(x)Φ(i)dx (20)� ìàòðèöà æåñòêîñòè ýëåìåíòà e(i), îòâå÷àþùàÿ áèëèíåéíîé �îðìå a
(i)
q� ìàòðèöà ìàññû ýëåìåíòà. Ïóñòü q(x) = 
onst = q ïðè xi ∈ e(i). Òîãäàñ ó÷åòîì (17), (12), (9), (8)

M (i) = h

∫ 1

0



ϕ1(t)
ϕ2(t)
ϕ3(t)


 q [ϕ1(t) ϕ2(t) ϕ3(t)] dt =

qh

30




4 2 −1
2 16 2
−1 2 4


 . (21)



2. Ìàòðèöû æåñòêîñòè è ìàññû. Âåêòîð íàãðóçêè 81Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ìàòðèöû æåñòêîñòè èëè ìàòðèöû ìàññû ýëå-ìåíòà ïîëåçíû ñëåäóþùèå ïîñòðîåíèÿ, êîòîðûå ìû ïðîâåäåì íà ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ ìàò-ðèöû ìàññû (21).Ñäåëàåì â (13) çàìåíó ïåðåìåííîé (17). Â ðåçóëüòàòå ñ ó÷åòîì (8) áóäåì èìåòü
uh(x) = û(t) =

3∑

k=1

ukϕk(t) = u1 · 2(t − 1)(t − 1/2) + u2 · 4t(1 − t) + u3 · 2t(t − 1/2) =

= u1 + (−3u1 + 4u2 − u3)t + (2u1 − 4u2 + 2u3)t
2 =

3∑

l=1

clt
l−1 = Tc,

(22)ãäå ìàòðèöà T =
[
1 t t2

], à cT = [c1 c2 c3]. Ïðè ýòîì
c = Au(i), (23)ãäå

A =




1 0 0
−3 4 −1
2 −4 2


 .Ïîñêîëüêó â ñèëó (22)

∫

e(i)

[
uh(x)

]2
dx = h

∫ 1

0
(Tc)2 dt = hcT

∫ 1

0
T T Tdt c =

= hcT

∫ 1

0




1 t t2

t t2 t3

t2 t3 t4


 dt c = hcT




1 1/2 1/3
1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5


 c = hcT Bc,òî ñ ó÷åòîì (23)

∫

e(i)

[
uh(x)

]2
dx = h

[
Au(i)

]T
B
[
Au(i)

]
= u(i)T hAT BAu(i) = u(i)T M (i)u(i)è, ñëåäîâàòåëüíî,

M (i) = hAT BA =

= h




1 −3 2
0 4 −4
0 −1 2


 1

60




60 30 20
30 20 15
20 15 12






1 0 0
−3 4 −1
2 −4 2


 =

=
h

60



10 0 −1
40 20 12
10 10 9






1 0 0
−3 4 −1
2 −4 2


 =

h

60




8 4 −2
4 32 4
−2 4 8


 ,÷òî ñîâïàäàåò ñ (21) ïðè q = 1.



82 Ëåêöèÿ 6Èç (18) ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû K
(i)
p ñóììà ýëåìåíòîâðàâíà íóëþ. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî îáùåå ñâîéñòâî ìàòðèöû K

(i)
p , íå çàâèñÿùååîò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè êîý��èöèåíò p ïîñòîÿííûì èëè íåò.Óòâåðæäåíèå 1. Â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû K

(i)
p èç (16) ñóììà ýëå-ìåíòîâ ðàâíà íóëþ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì â a

(i)
p (uh, vh) èç (6) uh ≡ 
onst = u 6= 0.Òîãäà a

(i)
p (uh, vh) = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó (15)

0 = a(i)
p (uh, vh) = v(i)TK(i)

p u(i)Íî u(i) = [u u u]T è, ñëåäîâàòåëüíî,
0 = v(i)TK(i)

p u(i) = [v1 v2 v3]



K

(i)
p (1, 1) K

(i)
p (1, 2) K

(i)
p (1, 3)

K
(i)
p (2, 1) K

(i)
p (2, 2) K

(i)
p (2, 3)

K
(i)
p (3, 1) K

(i)
p (3, 2) K

(i)
p (3, 3)






u
u

u


 =

= [v1 v2 v3]

[(
u

3∑

n=1

K(i)
p (1, n)

)(
u

3∑

n=1

K(i)
p (2, n)

)(
u

3∑

n=1

K(i)
p (3, n)

)]T

.Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè, åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ñêàëÿðíîå ïðî-èçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ. Ïîñêîëüêó îíî ðàâíî íóëþ, òî óêàçàííûå âåê-òîðû îðòîãîíàëüíû. Íî ïðîèçâîëüíûé âåêòîð [v1 v2 v3]
T ìîæåò áûòüîðòîãîíàëåí ëèøü íóëåâîìó âåêòîðó, à òàê êàê u 6= 0, òî

3∑

n=1

K(i)
p (m, n) = 0, m = 1, 2, 3.

Óòâåðæäåíèå 2. Ñóììà âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ìàññû M (i) ðàâíà∫
e(i)

q(x)dx.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òåïåðü uh(x) = vh(x) = 1 íà e(i). Òîãäà âñèëó (6) a
(i)
q (uh, vh) =

∫
e(i)

qdx. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó (19) a
(i)
q (uh, vh) =

v(i)TM (i)u(i). Íî u(i) = v(i) = [1 1 1]T è, ñëåäîâàòåëüíî, v(i)TM (i)u(i) =∑3
m,n=1 M (i)(m, n).



3. Ñáîðêà 83Ñëîæèì ìàòðèöû K
(i)
p è M (i). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (4) è (6), çàêëþ-÷àåì, ÷òî

K(i) = K(i)
p + M (i) (24)åñòü (ïîëíàÿ) ìàòðèöà æåñòêîñòè ýëåìåíòà e(i).Âû÷èñëèì âåêòîð íàãðóçêè ýëåìåíòà. Ïîëàãàÿ â (4) v = vh = Φ(i)v(i),áóäåì èìåòü

l(i)(vh) =

∫

e(i)

f(Φ(i)v(i))dx = v(i)T

∫

e(i)

fΦ(i)Tdx = v(i)TF (i),ãäå
F (i) =

∫

e(i)

f(x)Φ(i)Tdx (25)� èñêîìûé âåêòîð. Åñëè f(x) = 
onst = f ïðè x ∈ e(i), òî ñ ó÷åòîì (12),(9), (8) íàõîäèì, ÷òî
F (i) = h

∫ 1

0

f [ϕ1(t) ϕ2(t) ϕ3(t)]
Tdt =

hf

6
[1 4 1]T . (26)

3. ÑáîðêàÍàéäåì òåïåðü ãëîáàëüíóþ ìàòðèöó æåñòêîñòè è ãëîáàëüíûé âåêòîðíàãðóçêè. Ñäåëàåì ýòî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îòðåçîê [0, 1] ðàçáèò íà òðè ýëå-ìåíòà. �ëîáàëüíàÿ íóìåðàöèÿ óçëîâ íà [0, 1] è ëîêàëüíàÿ íóìåðàöèÿ íà
e(i) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3

• • • • • •× × × ×�èñ. 2
e(1) e(2) e(3) e(i)



84 Ëåêöèÿ 6Èç ñîîòâåòñòâèÿ ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé íóìåðàöèé óçëîâ ñòðîèì îïðå-äåëÿåìóþ (5.13) ìàòðèöó èíäåêñîâ L, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò âèä
L =




1 3 5
2 4 6
3 5 7


 .Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ìàòðèöó èíäåêñîâ, íàõîäèì, ÷òî ãëîáàëüíàÿ ìàò-ðèöà æåñòêîñòè K(f) è ãëîáàëüíûé âåêòîð íàãðóçêè F (f) èìåþò âèä




k
(1)
11 k

(1)
12 k

(1)
13

k
(1)
21 k

(1)
22 k

(1)
23

k
(1)
31 k

(1)
32 k

(1)
33 + k

(2)
11 k

(2)
12 k

(2)
13

k
(2)
21 k

(2)
22 k

(2)
23

k
(2)
31 k

(2)
32 k

(2)
33 + k

(3)
11 k

(3)
12 k

(3)
13

k
(3)
21 k

(3)
22 k

(3)
23

k
(3)
31 k

(3)
32 k

(3)
33




,




f
(1)
1

f
(1)
2

f
(1)
3 + f

(2)
1

f
(2)
2

f
(2)
3 + f

(3)
1

f
(3)
2

f
(3)
3




.

×òîáû "ñíÿòü �ëàæêè"ó K(f) è F (f), íóæíî ó÷åñòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ(2.21). Ïåðâîå èç íèõ � ãëàâíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå. Îíî òðåáóåò âû÷åð-êèâàíèÿ ïåðâîé ñòðîêè K(f) è ïåðâîãî ýëåìåíòà F (f), à òàêæå âû÷èòàíèÿèç îñòàâøåéñÿ ÷àñòè F (f) îñòàâøåãîñÿ ïåðâîãî ñòîëáöà K(f), óìíîæåííîãîíà u0. Íî u0 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïðîñòî âû÷åðêíóòü ïåðâûéñòîëáåö ìàòðèöû K(f).Îáðàòèìñÿ êî âòîðîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (2.21). Ýòî óñëîâèå åñòå-ñòâåííîå, íî îíî âíîñèò ñâîé âêëàä è â áèëèíåéíóþ �îðìó (3.11) â âèäåâíåèíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà κu(1)v(1) (ñì.(7)) è â ëèíåéíóþ �îðìó(3.11) ââèäå âíåèíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà gv(1) (ñì.(7)). Ýòî íàøëî îòðàæåíèå â (5).Èç (5) è (4) ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåííûå íàìè íà îáùèõ îñíîâàíèÿõ ìàò-ðèöà æåñòêîñòè K(N) è âåêòîð íàãðóçêè F (N) ýëåìåíòà e(N) íå îòâå÷àþòäåéñòâèòåëüíîñòè, òàê êàê íå ó÷èòûâàþò óêàçàííûå âûøå âíåèíòåãðàëü-íûå ÷ëåíû. ×òîáû èñïðàâèòü ïîëîæåíèå íóæíî åùå ïîñòðîèòü ìàòðèöóæåñòêîñòè K
(N)
κ è âåêòîð íàãðóçêè F (N)

g , îòâå÷àþùèå �îðìàì (7), è äî-áàâèòüèõ ê ìîäè�èöèðîâàííûì K(f) è F (f). Î÷åâèäíî, ÷òî
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a(N)

κ (uh, vh) = κ
(
Φ(N)(1)u(N)

)(
Φ(N)(1)v(N)

)
=

=
[
v(N)

]T [
Φ(N)T (1)κΦ(N)(1)

]
u(N),òî-åñòü

K(N)
κ =

[
Φ(N)(1)

]T
κ
[
Φ(N)(1)

]
=

=




ϕ1(1)
ϕ2(1)

ϕ3(1)


κ [ϕ1(1) ϕ2(1) ϕ3(1)] =




0 0 0
0 0 0

0 0 κ


 .

(27)
Àíàëîãè÷íî

l(N)
g (vh) = g

(
Φ(N)(1)v(N)

)
= v(N)TF (N)

g ,ãäå
F (N)

g = g [ϕ1(1) ϕ2(1) ϕ3(1)]T = [0 0 g]T . (28)Âûïîëíÿÿ òåïåðü òðåáóåìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîäè�èöèðîâàííûõ K(f) è
F (f), ïîëó÷èì èñêîìûå ìàòðèöó æåñòêîñòè è âåêòîð íàãðóçêè F , òàê ÷òîñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèìåò âèä:




k
(1)
22 k

(1)
23

k
(1)
32 k

(1)
33 + k

(2)
11 k

(2)
12 k

(2)
13

k
(2)
21 k

(2)
22 k

(2)
23

k
(2)
31 k

(2)
32 k

(2)
33 + k

(3)
11 k

(3)
12 k

(3)
13

k
(3)
21 k

(3)
22 k

(3)
23

k
(3)
31 k

(3)
32 k

(3)
33 + κ







u2

u3

u4

u5

u6

u7




=




f
(1)
2

f
(1)
3 + f

(2)
1

f
(2)
2

f
(2)
3 + f

(3)
1

f
(3)
2

f
(3)
3 + g




, (29)
ãäå uk = U (f)(k). Ïðè p(x) = 
onst = p, q = 0 è f(x) = 
onst = f ñèñòåìà(29) ïðèíèìàåò âèä

p

3h




16 −8

−8 14 −8 1
−8 16 −8
1 −8 14 −8 1

−8 16 −8
1 −8 7 + 3hκ

p







u2

u3

u4

u5

u6

u7




=
hf

6




4

2
4

2
4

1 + 6
hf

g




. (30)



86 Ëåêöèÿ 6Çàìå÷àíèå 2. Êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 2, íåèçâåñòíûå ñ ÷åòíûìè íîìåðà-ìè â ñèñòåìå (29) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿâ ñåðåäèííûõ óçëàõ ýëåìåíòîâ. Ýòè íåèçâåñòíûå ìîãóò áûòü ëåãêî èñ-êëþ÷åíû èç ñèñòåìû (29) ïóòåì ðàçðåøåíèÿ ïåðâîãî, òðåòüåãî è ïÿòîãîóðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî u2, u4, u6 è ïîäñòàíîâêè íàéäåííûõ âûðàæåíèéâî âòîðîå, ÷åòâåðòîå è øåñòîå óðàâíåíèÿ. Ïîñêîëüêó ïåðâîå, òðåòüå è ïÿ-òîå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (29) íà ñàìîì äåëå áûëè ñ�îðìèðîâàíû óæå ïðèïîñòðîåíèè ëîêàëüíûõ ìàòðèö æåñòêîñòè è âåêòîðîâ íàãðóçêè, òî èñêëþ-÷åíèå óêàçàííûõ íåèçâåñòíûõ ìîæíî áûëî áû îñóùåñòâèòü íà ýòîì óðîâíåäî �îðìèðîâàíèÿ ãëîáàëüíûõ ìàòðèöû è âåêòîðà.4. Óïðàæíåíèÿ1. Íàéòè ðàçìåðíîñòü êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ïðîñòðàíñòâà
Sh

k =
{

vh(x) ∈ C(Ī)| vh(x)|e(i) ∈ Pk(e
(i)), i = 1, ..., N

}
.2. Àíàëîãè÷íî (9), (8) ïîñòðîèòü �óíêöèè �îðìû ýëåìåíòà e(i), îòâå-÷àþùèå Sh

3 èç óïðàæíåíèÿ 1.3. Èñïîëüçóÿ ïîñòðîåííûå â óïðàæíåíèè 2 �óíêöèè �îðìû, íàéòè ìàò-ðèöû æåñòêîñòè K
(i)
p , K

(i)
q , îòâå÷àþùèå áèëèíåéíûì �îðìàì (6), è âåêòîðíàãðóçêè F (i), îòâå÷àþùèé ëèíåéíîé �îðìå (4). Óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëè-âîñòè óòâåðæäåíèé 1 è 2 äëÿ ïîñòðîåííûõ ìàòðèö.4. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà êîìïîíåíò âåêòîðà íàãðóçêè F (i) ýëåìåíòà e(i)ðàâíà ∫

e(i)

f(x)dx.5. Ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ èç ñèñòåìû (29) íåèçâåñòíûõ ñ ÷åò-íûìè íîìåðàìè (çíà÷åíèé â ñðåäíèõ òî÷êàõ), ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ñîâïà-äàåò ñ ñèñòåìîé (4.24) ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ p, f è κ.6. Ïðè ïîìîùè ÌÊÝ íàéòè ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:
−u′′ = 32, 0 < x < 1, −u′(0) = 32, u(1) = 32.Âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçáèåíèåì îòðåçêà [0, 1] íà äâà ýëåìåíòà îäèíàêîâîéäëèíû è ïðåäñòàâëåíèåì ðåøåíèÿ â âèäå ëèíåéíîé �óíêöèè íà ëåâîì èçíèõ è êâàäðàòè÷íîé � íà ïðàâîì.



Ëåêöèÿ 7
Ý�ÌÈÒÎÂÛ ÝËÅÌÅÍÒÛ. ÑÈÑÒÅÌÛÓ�ÀÂÍÅÍÈÉ

1. Êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûå ýðìèòîâû ýëåìåíòûÂ ñâîå âðåìÿ (ëåêöèÿ 2) ìû âîñïðèíÿëè êàê áîëüøîé óñïåõ ïîíèæåíèåòðåáîâàíèé ãëàäêîñòè ê èñêîìîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (1.1), (2.21) ñ C2(I)èëè H2(I) äî H1(I). Ýòèì ìû ïîëüçîâàëèñü íà ïðîòÿæåíèè âñåõ ïîñëå-äóþùèõ ëåêöèé, òðåáóÿ îò ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ëèøü íåïðåðûâíîñòèâ îáùèõ äëÿ äâóõ ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ óçëàõ. Îäíàêî, åñëè èñêîìîå ðå-øåíèå îáëàäàåò á�îëüøåé, ÷åì H1, ãëàäêîñòüþ, òî èíîãäà öåëåñîîáðàçíî èïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èñêàòü áîëåå ãëàäêèì.Ïîïûòàåìñÿ íàéòè êîíå÷íîýëåìåíòíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), (2.21), êî-òîðîå íå òîëüêî íåïðåðûâíî, íî è îáëàäàåò íåïðåðûâíûìè ïåðâûìè ïðî-èçâîäíûìè. ßñíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ �óíêöèé äëÿ ýòî-ãî íå ïîäõîäèò. Îáðàòèìñÿ ê êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûì �óíêöèÿì. Ïóñòü∗)
Sh

2,1 := {vh(x) ∈ C1(Ī)| vh|e(i) ∈ P2(e
(i)), i = 1, ..., N}. (1)�àçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà

dimSh
2,1 = 3N − 2(N − 1) = N + 2.

∗)Ïåðâûé èíäåêñ â îáîçíà÷åíèè êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ïðîñòðàíñòâà óêàçûâàåò íà ñòåïåíü èñïîëü-çóåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ, à âòîðîé íà ãëàäêîñòü ýëåìåíòîâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîñòðîåííûå ðàíåå ïðî-ñòðàíñòâà Sh
k ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîãëàøåíèÿ ìîæíî îáîçíà÷àòü Sh

k,0.87



88 Ëåêöèÿ 7Ê ñîæàëåíèþ, â Sh
2,1 íå ñóùåñòâóåò áàçèñà, ýëåìåíòû êîòîðîãî èìåëè áûìèíèìàëüíûé íîñèòåëü, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ. (Ôóíê-öèÿ èç Sh

2,1, ñ íîñèòåëåì íà e(i)
⋃

e(i+1) äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü âìåñòåñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êàõ xi−1 è xi+1 (4 óñëîâèÿ), à òàêæåáûòü íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìîé â òî÷êå xi (2 óñëîâèÿ). Ýòèì øå-ñòè óñëîâèÿì íà e(i)
⋃

e(i+1) óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî òîæäåñòâåííûé íóëü.)Âîîáùå æå áàçèñ â Sh
2,1 êîíå÷íî ñóùåñòâóåò.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî, íàïðèìåð, ïðè N=2 (dimSh

2,1 = 4) â êà÷åñòâåòàêîâîãî ìîæåò áûòü âçÿòà ñîâîêóïíîñòü �óíêöèé ϕj(x), j=1,2,3,4, óäî-âëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
ϕ1(0) = 1, ϕ′

1(0) = 0, ϕ1(1) = 0, ϕ′
1(1) = 0,

ϕ2(0) = 0, ϕ′
2(0) = 1, ϕ2(1) = 0, ϕ′

2(1) = 0,

ϕ3(0) = 0, ϕ′
3(0) = 0, ϕ3(1) = 1, ϕ′

3(1) = 0,

ϕ4(0) = 0, ϕ′
4(0) = 0, ϕ4(1) = 0, ϕ′

4(1) = 1.

(2)Óêàçàííûå �óíêöèè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1. Ïðè ðàçëîæåíèè �óíêöèè
vh(x) èç Sh

2,1, ïî ýòîìó áàçèñó êîý��èöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ áóäóò çíà-÷åíèÿ ñàìîé �óíêöèè è åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìèíîëü è åäèíèöà. Òî÷êà ñ êîîðäèíàòîé 1/2 ñâîèõ ïðåäñòàâèòåëåé ñðåäèêîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ íå èìååò; åå ðîëü îêàçàëàñü ÷èñòî âñïîìîãà-òåëüíîé.

0 0.5 1

1

x

ϕ1 ϕ3

ϕ2

ϕ4�èñ. 1



1. Êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûå ýðìèòîâû ýëåìåíòû 89Ñäåëàííûå íàáëþäåíèÿ íàâîäÿò íà ìûñëü è ïðè äðóãèõN (îòëè÷íûõ îò 2) ðàññìàòðèâàòüýëåìåíòû ïàðàìè. Ïóñòü N â (1) ÷åòíîå ò.å. N=2M . Îáúåäèíèì ýëåìåíòû e(i) = [xi−1, xi] âñóïåðýëåìåíòû
ẽ(i) = e(2i−1)

⋃
e(2i), i = 1, ...,M. (3)Íàçîâåì óçëàìè ñóïåðýëåìåíòîâ (3) èõ êîíöû, ò.å. òî÷êè x2i, i = 0, 1, ...,M . Â äàëüíåéøèõïîñòðîåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ Sh

2,1, ñóïåðýëåìåíòû (3) áóäóò èãðàòü òó æå ðîëü, ÷òî è êîíå÷íûåýëåìåíòû â ïðåäøåñòâóþùèõ ïîñòðîåíèÿõ.
x

0 1 2 2i − 2 2i − 1 2i N

0 1 i M

• • • • •

�èñ. 2
e(1) e(2) e(2i−1) e(2i)

ẽ(1) ẽ(i)ñóïåðýëåì.óçëû ︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî dim Sh
2,1 = N + 2 = 2(M + 1) ðîâíî â äâà ðàçà ïðåâîñõî-äèò ÷èñëî óçëîâ ñóïåðýëåìåíòîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîïûòàòüñÿ ïàðàìåòðèçîâàòü ïðîñòðàíñòâî

Sh
2,1 çíà÷åíèÿìè �óíêöèé è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ â óçëàõ ñóïåðýëåìåíòîâ. Òîãäà ñ êàæ-äûì èç óçëîâ áóäåò ñâÿçàíî ïî äâå áàçèñíûå �óíêöèè, îäíà èç êîòîðûõ èìååò â ýòîì óçëååäèíè÷íîå çíà÷åíèå è íóëåâóþ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ, à â îñòàëüíûõ óçëàõ âìåñòå ñî ñâîåéïåðâîé ïðîèçâîäíîé îáðàùàåòñÿ â íóëü. Âòîðàÿ áàçèñíàÿ �óíêöèÿ äîëæíà îáðàùàòüñÿ âíóëü âî âñåõ óçëàõ, íî èìåòü åäèíè÷íóþ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ â äàííîì óçëå è íóëåâóþ âîâñåõ îñòàëüíûõ. Òàêèå áàçèñíûå �óíêöèè â ñàìîì äåëå ñóùåñòâóþò, èáî èõ çàäàíèå íà äâóõñîñåäíèõ ñóïåðýëåìåíòàõ (íà íîñèòåëå) îïðåäåëÿåòñÿ äâåíàäöàòüþ ïàðàìåòðàìè (ïî òðè íàêàæäîì èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ), êîòîðûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü äâåíàäöàòè óñëîâèÿì (ïîäâà â òî÷êàõ x2i∓1, íå ÿâëÿþùèõñÿ óçëàìè, ïî äâà â óçëàõ ñ êîîðäèíàòàìè x2i∓2 è ÷åòûðåâ óçëå x2i). Ïîñêîëüêó â êàæäîì óçëå ñóïåðýëåìåíòà çàäàåòñÿ ïî äâà ïàðàìåòðà, áóäåì ýòèóçëû íàçûâàòü äâóêðàòíûìè.Èòàê, èñïîëüçóÿ ïðîñòðàíñòâî Sh

2,1, ïðè N = 2M ìîæíî ïîñòðîèòüìåòîä êîíå÷íûõ ñóïåðýëåìåíòîâ ñ íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìûì ïðè-áëèæåííûì ðåøåíèåì. Hî ìû ýòîãî äåëàòü íå áóäåì. Çàìåòèì ëèøü, ÷òîíà êàæäîì ñóïåðýëåìåíòå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäàåòñÿ ÷åòûðüìÿ ïà-ðàìåòðàìè. Hî èìåííî ÷åòûðå êîý��èöèåíòà èìååò ìíîãî÷ëåí òðåòüåé



90 Ëåêöèÿ 7ñòåïåíè, òàê ÷òî âìåñòî Sh
2,1 ìîæíî ââåñòè ïðîñòðàíñòâî

Sh
3,1 = {vh(x) ∈ C1(Ī)| vh(x)|e(i) ∈ P3(e

(i)), i = 1, ..., N}, (4)ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà 2(N+1), è çàäàòü â íåì òó æå ïàðàìåòðèçà-öèþ, ÷òî è â Sh
2,1. Ýòî ïðèâåäåò íàñ ê áàçèñó, ýëåìåíòû êîòîðîãî èìåþòíîñèòåëü, ñîñòîÿùèé íå áîëåå ÷åì èç äâóõ ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ (à íå ñó-ïåðýëåìåíòîâ, êàê äëÿ Sh

2,1).2. Êóáè÷åñêèå ýðìèòîâû ýëåìåíòûÂîñïîëüçóåìñÿ ïðîñòðàíñòâîì Sh
3,1 èç (4) äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íîýëå-ìåíòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1), (2.21). Îãðàíè÷èìñÿ ïîñòðîåíèåì ìàòðè-öû æåñòêîñòè è âåêòîðà íàãðóçêè ýëåìåíòà, îñòàâèâ ñáîðêó ÷èòàòåëÿì.Óçëàìè (äâóêðàòíûìè) ýëåìåíòà íàçîâåì åãî êîíöû. Ôóíêöèè �îðìûíà e(i) îïðåäåëèì ïðè ïîìîùè ìíîãî÷ëåíîâ òðåòüåé ñòåïåíè ϕk(t), óäî-âëåòâîðÿþùèõ íà îòðåçêå [0, 1] îñè Ot óñëîâèÿì (2). Ýòè �óíêöèè, êàêëåãêî âèäåòü, çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè �îðìóëàìè:

ϕ1(t) = (t − 1)2(2t + 1), ϕ2(t) = t(t − 1)2,

ϕ3(t) = t2(3 − 2t), ϕ4(t) = t2(t − 1);
(5)èõ âèä èçîáðàæåí íà ðèñ. 1. Ñàìè æå �óíêöèè �îðìû îïðåäåëèì ñîîò-íîøåíèÿìè

ϕ
(i)
2l−1(x) = ϕ2l−1

(
x − xi−1

h

)
, l = 1, 2,

ϕ
(i)
2l (x) = hϕ2l

(
x − xi−1

h

)
, l = 1, 2.

(6)Íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü h, �èãóðèðóþùèé â îïðåäåëåíèè �óíêöèé �îð-ìû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè, äåëàåò èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ðàâíûìè åäèíèöåâ ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàõ. Ýëåìåíò e(i) 
 äâóêðàòíûìè óçëàìè íà êîíöàõè �óíêöèÿìè �îðìû (6), (5) íàçûâàåòñÿ êóáè÷åñêèì ýðìèòîâûì ýëå-ìåíòîì â îòëè÷èå îò êóáè÷åñêîãî ýëåìåíòà ñ ÷åòûðüìÿ îäíîêðàòíûìèóçëàìè, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ëàãðàíæåâûì. Ëàãðàíæåâûìè ÿâëÿþòñÿ èðàíåå ââåäåííûå ëèíåéíûå ýëåìåíòû ñ äâóìÿ îäíîêðàòíûìè óçëàìè íà



2. Êóáè÷åñêèå ýðìèòîâû ýëåìåíòû 91êîíöàõ, à òàêæå êâàäðàòè÷íûå ýëåìåíòû, ðàññìîòðåííûå â ïðåäûäóùåéëåêöèè. Ýòà òåðìèíîëîãèÿ áåðåò ñâîå íà÷àëî èç òåîðèè èíòåðïîëÿöèè.Îáðàòèìñÿ ê ïîñòðîåíèþ ìàòðèöû æåñòêîñòè. Ñîãëàñíî (6.16)
K(i)

p =

∫

e(i)




dϕ
(i)
1 /dx

dϕ
(i)
2 /dx

dϕ
(i)
3 /dx

dϕ
(i)
4 /dx


 p(x)

[
dϕ

(i)
1

dx

dϕ
(i)
2

dx

dϕ
(i)
3

dx

dϕ
(i)
4

dx

]
dx.

Ïîëàãàÿ çäåñü p(x) = 
onst = p, x ∈ e(i) è äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííîéèíòåãðèðîâàíèÿ (6.17), ñ ó÷åòîì (6), (5) áóäåì èìåòü
K(i)

p =
1

h

∫ 1

0




ϕ′
1(t)

hϕ′
2(t)

ϕ′
3(t)

hϕ′
4(t)


 p[ϕ′

1(t) hϕ′
2(t) ϕ′

3(t) hϕ′
4(t)]dt =

=
p

h




6/5 h/10 −6/5 h/10
h/10 2h2/15 −h/10 −h2/30

−6/5 −h/10 6/5 −h/10
h/10 −h2/30 −h/10 2h2/15


 .

(7)
Ñîãëàñíî (6.20), (6), (5) ïðè q(x) = 
onst = q, x ∈ e(i)

M (i) =

∫

e(i)




ϕ
(i)
1

ϕ
(i)
2

ϕ
(i)
3

ϕ
(i)
4


q[ϕ

(i)
1 ϕ

(i)
2 ϕ

(i)
3 ϕ

(i)
4 ]dx =

= hq

∫ 1

0




ϕ1

hϕ2

ϕ3

hϕ4


[ϕ1 hϕ2 ϕ3 hϕ4]dt =

=
hq

420




156 22h 54 −13h
22h 4h2 13h −4h2

54 13h 156 −22h
−13h −4h2 −22h 4h2


.

(8)



92 Ëåêöèÿ 7Íàïîìíèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðèö (7) è (8) ïîëåçíû ïðåäñòàâëåíèÿòèïà (6.22),(6.23) è ñëåäóþùèå çà íèìè ðàññóæäåíèÿ.Ìàòðèöà æåñòêîñòè K(i) ýëåìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ èç (7), (8) ïî �îðìóëå(6.24).Èç (6.25), (6), (5) ïðè f(x) = 
onst = f, x ∈ e(i)

F (i) = hf

∫ 1

0

[ϕ1 hϕ2 ϕ3 hϕ4]
Tdt = hf [1/2 h/12 1/2 − h/12]T .(9)3. Çàäà÷à îá èçãèáå áàëêèÊîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî Sh

3,1 èç (4) îêàçûâàåòñÿ ïðèãîäíûì èäëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÷åòâåðòîãîïîðÿäêà. �àññìîòðèì çàäà÷ó î ðàâíîâåñèè îäíîðîäíîé áàëêè ïîñòîÿííîãîñå÷åíèÿ, íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé ïîïåðå÷íîé íàãðóç-êè è èìåþùåé îäèí êîíåö çàäåëàííûì, à âòîðîé ñâîáîäíûì. Ìàòåìàòè÷å-ñêè çàäà÷à ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíà òàê: íàéòè ðåøåíèå äè��åðåí-öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
u(4) = f(x), 0 < x < 1, (10)êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

u(0) = u′(0) = 0, u′′(1) = u′′′(1) = 0. (11)Ïåðâûå äâà ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè, âòîðûå äâà � åñòå-ñòâåííûìè. ×òîáû ïîëó÷èòü âàðèàöèîííóþ �îðìóëèðîâêó çàäà÷è (10),(11), óìíîæèì óðàâíåíèå (10) íà �óíêöèþ v(x), ïðîèíòåãðèðóåì ðåçóëü-òàò ïî îòðåçêó [0, 1] è ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü äâóêðàòíûì èíòåãðèðî-âàíèåì ïî ÷àñòÿì:
∫ 1

0

u(4)vdx = u′′′v|10 − u′′v′|10 +

∫ 1

0

u′′v′′dx =

∫ 1

0

fvdx.Ïîäñòàíîâêè ïðè x = 1 îáðàùàþòñÿ â íóëü â ñèëó âòîðîé ïàðû ãðàíè÷íûõóñëîâèé (11). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû v(x) óäîâëåòâîðÿëà ãëàâíûì ãðàíè÷íûì



3. Çàäà÷à îá èçãèáå áàëêè 93óñëîâèÿì (11), ò.å. v(0) = v′(0) = 0. Òîãäà îáðàùàåòñÿ â íóëü ïîäñòàíîâêàè ïðè x = 0, à âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä
∫ 1

0

u′′v′′dx =

∫ 1

0

fvdx.Ïóñòü
H̃2(I) = {v(x) ∈ H2(I)| v(0) = v′(0) = 0},ãäå H2(I) � ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé, îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøå-íèåì (1.15). Òîãäà âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è (10), (11) áóäåòòàêîâà:
u(x) ∈ H̃2(I) : a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H̃2(I), (12)ãäå

a(u, v) =

∫ 1

0

u′′v′′dx, l(v) =

∫ 1

0

fvdx.ßñíî, ÷òî Sh
3,1 ⊂ H2(I), à
S̃h

3,1 =

{
vh ∈ Sh

3,1

∣∣∣ vh(0) =
dvh

dx
(0) = 0

}
⊂ H̃2(I).Ïîýòîìó êîíå÷íîýëåìåíòíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (12) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ

uh ∈ S̃h
3,1 : a(uh, vh) = l(vh) ∀vh ∈ S̃h

3,1. (13)Ìàòðèöà æåñòêîñòè ýëåìåíòà e(i) äëÿ çàäà÷è (13) îïðåäåëÿåòñÿ áèëèíåé-íîé �îðìîé
a(i)(uh, vh) =

∫

e(i)

d2uh

dx2

d2vh

dx2
dx



94 Ëåêöèÿ 7è �óíêöèÿìè �îðìû (6). Èìååì
K(i) =

∫

e(i)




d2ϕ
(i)
1 /dx2

d2ϕ
(i)
2 /dx2

d2ϕ
(i)
3 /dx2

d2ϕ
(i)
4 /dx2




[
d2ϕ

(i)
1

dx2

d2ϕ
(i)
2

dx2

d2ϕ
(i)
3

dx2

d2ϕ
(i)
4

dx2

]
dx =

=
1

h3

∫ 1

0

[ϕ′′
1 hϕ′′

2 ϕ′′
3 hϕ′′

4]
T [ϕ′′

1 hϕ′′
2 ϕ′′

3 hϕ′′
4]dt =

=
1

h3




12 6h −12 6h

6h 4h2 −6h 2h2

−12 −6h 12 −6h

6h 2h2 −6h 4h2


,

(14)
ãäå ϕk(t) èç (5).Âåêòîð íàãðóçêè F (i) ýëåìåíòà èìååò òîò æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å (1.1),(2.21) è ïðè f(x) = 
onst = f äëÿ x ∈ e(i) çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (9). �ëî-áàëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè �îðìèðóåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è â ïðåäû-äóùåì ïðèìåðå, à "ñíÿòèå �ëàæêîâ"îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ó÷åòîì ãëàâíûõãðàíè÷íûõ óñëîâèé (11).4. Ñèñòåìû óðàâíåíèéÂ êà÷åñòâå çàâåðøàþùèõ ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ÌÊÝ ê îáûêíîâåííûìäè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ðàññìîòðèì ñèñòåìû óðàâíåíèé.Ïðèìåð 1. Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû

−u′′
1 + a11u1 + a12u2 = f1(x),

−u′′
2 + a21u1 + a22u2 = f2(x),

0 < x < 1, (15)óäîâëåòâîðÿþùåå îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïåðâîãî ðîäà
u1(0) = u1(1) = u2(0) = u2(1) = 0. (16)Ââåäåì âåêòîðû

u =

[
u1

u2

]
, f =

[
f1

f2

] (17)



4. Ñèñòåìû óðàâíåíèé 95è ìàòðèöû
I =

[
1 0

0 1

]
, A =

[
a11 a12

a21 a22

]
. (18)Â âåêòîðíîì âèäå ñèñòåìà (15) çàïèøåòñÿ òàê:

(
−I

d2

dx2
+ A

)
u = f . (19)Äàäèì âàðèàöèîííóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è (15), (16). Äëÿ ýòîãî óìíîæèìóðàâíåíèå (19) ñëåâà íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð vT = [v1 v2] è ðåçóëüòàòïðîèíòåãðèðóåì ïî (0, 1)

∫ 1

0

vT

(
−I

d2

dx2
+ A

)
udx =

∫ 1

0

vT fdx.Ïðåîáðàçîâûâàÿ òåïåðü ïåðâîå ñëàãàåìîå ëåâîé ÷àñòè ïðè ïîìîùè èíòå-ãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî v ∈ H1
0(I) × H1

0(I), ïîëó÷èìñëåäóþùóþ âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó: íàéòè
u ∈ H1

0(I) × H1
0(I) : a(u,v) = l(v) ∀v ∈ H1

0(I) × H1
0(I),ãäå

a(u,v) =

∫ 1

0

(v′Tu′ + vTAu)dx,

l(v) =

∫ 1

0

vT fdx.Áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â âèäå êóñî÷íî-ëèíåéíûõ íåïðå-ðûâíûõ �óíêöèé, ëèíåéíûõ íà êàæäîì ýëåìåíòå e(i). Óçëàìè ýëåìåíòàáóäóò åãî êîíöû, ëåâîìó èç êîòîðûõ ïðèñâîèì íîìåð 1, à ïðàâîìó � íî-ìåð 2. Òàê êàê ñèñòåìà (15) ñîäåðæèò äâå êîìïîíåíòû, òî óçëû áóäóòäâóêðàòíûìè. Ïóñòü, êàê îáû÷íî,
u

(i)
l = [ul,1 ul,2]

T , l = 1, 2� âåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé ýëåìåíòà e(i) äëÿ êîìïîíåíòû uh
l , l = 1, 2ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, à

ϕ
(i)
1 (x) =

xi − x

h
, ϕ

(i)
2 (x) =

x − xi−1

h
(20)



96 Ëåêöèÿ 7� �óíêöèè �îðìû, îáðàçóþùèå ìàòðèöó
Φ(i) = [ϕ

(i)
1 ϕ

(i)
2 ].Òîãäà

uh
l = Φ(i)u

(i)
l , l = 1, 2, x ∈ e(i). (21)Ïóñòü

U (i) = [u1,1 u2,1 u1,2 u2,2]
T� âåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé âñåãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ uh íà e(i). Òàêêàê

u
(i)
l = SlU

(i),ãäå
S1 =

[
1 0 0 0

0 0 1 0

]
, S2 =

[
0 1 0 0

0 0 0 1

](ñð. ñ (4.16), (4.17)), òî èç (21) ñëåäóåò, ÷òî
uh

l (x) = Φ(i)SlU
(i), l = 1, 2, x ∈ e(i)è ïîýòîìó

uh(x) =

[
Φ(i)S1

Φ(i)S2

]
U (i) = Φ(i)U (i),ãäå

Φ(i) =

[
ϕ

(i)
1 0 ϕ

(i)
2 0

0 ϕ
(i)
1 0 ϕ

(i)
2

]

� îáùàÿ ìàòðèöà �óíêöèé �îðìû. Â ñèëó (20)
dΦ(i)

dx
=

[
−1/h 0 1/h 0

0 −1/h 0 1/h

]

è ìàòðèöà æåñòêîñòèK
(i)
1 ýëåìåíòà, îòâå÷àþùàÿ áèëèíåéíîé �îðìå ∫

e(i)

v′Tu′dx,



4. Ñèñòåìû óðàâíåíèé 97åñòü
K

(i)
1 =

∫

e(i)

[
dΦ(i)

dx

]T
dΦ(i)

dx
dx =

=
1

h

∫ 1

0




−1 0
0 −1

1 0
0 1



[
−1 0 1 0

0 −1 0 1

]
dt =

1

h




1 0 −1 0
0 1 0 −1

−1 0 1 0
0 −1 0 1


.Áèëèíåéíîé æå �îðìå ∫

e(i)

vhTAuhdx îòâå÷àåò ìàòðèöà ìàññû
M (i) =

∫

e(i)

Φ(i)TAΦ(i)dx =

= h

∫ 1

0




1 − t 0
0 1 − t

t 0
0 t


A

[
1 − t 0 t 0

0 1 − t 0 t

]
dt =

= h

∫ 1

0

[
(1 − t)I

tI

]
A[(1 − t)I tI]dt = h

∫ 1

0

[
(1 − t)A

tA

]
[(1 − t)I tI]dt =

= h

∫ 1

0

[
(1 − t)2A t(1 − t)A
t(1 − t)A t2A

]
dt.Åñëè êîý��èöèåíòû aij îò x íå çàâèñÿò, òî

M (i) = h

[
(1/3)A (1/6)A
(1/6)A (1/3)A

]
= h

[
1/3 1/6
1/6 1/3

]
⊗ A,ãäå çíà÷êîì ⊗ îáîçíà÷åíî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö.Èòàê, ìàòðèöà æåñòêîñòè ýëåìåíòà e(i), åñòü

K(i) =
1

h




1 0 −1 0

0 1 0 −1
−1 0 1 0
0 −1 0 1


+ h

[
1/3 1/6
1/6 1/3

]
⊗ A.Hà âû÷èñëåíèè âåêòîðà íàãðóçêè ìû îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.



98 Ëåêöèÿ 7Ïðèìåð 2. Ïóñòü òåïåðü ñèñòåìà ñîäåðæèò óðàâíåíèÿ ðàçíûõ ïîðÿäêîâ
− d

dx

(
p1(x)

du1

dx

)
+ a11u1 + a12u2 = f1(x),

d2

dx2

(
p2(x)

d2u2

dx2

)
+ a21u1 + a22u2 = f2(x),

0 < x < 1, (22)à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îñòàþòñÿ îäíîðîäíûìè ïåðâîãî ðîäà
u1(0) = u1(1) = u2(0) = u′

2(0) = u2(1) = u′
2(1) = 0. (23)Åñëè îáîçíà÷èòü

D1 =

[
p1(x) 0

0 0

]
, D2 =

[
0 0

0 p2(x)

]è ïðèíÿòü âî âíèìàíèå (18), (17), òî ñèñòåìó (22) ìîæíî çàïèñàòü â âåê-òîðíîì âèäå [
d2

dx2
D2

d2

dx2
− d

dx
D1

d

dx
+ A

]
u = f ,îòêóäà ëåãêî ñëåäóåò âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è (22), (23): íàé-òè

u ∈ H1
0(I) × H2

0(I) : a(u,v) = l(v) ∀v ∈ H1
0(I) × H2

0(I),ãäå
a(u,v) =

∫ 1

0

[
v′′TD2u

′′ + v′TD1u
′ + vTAu

]
dx =

=

∫ 1

0

[
p2v

′′
2u

′′
2 + p1v

′
1u

′
1 + vTAu

]
dx,à

l(v) =

∫ 1

0

vT fdx.Ïîñêîëüêó âòîðàÿ êîìïîíåíòà ðåøåíèÿ ðàñïîëîæåíà â H2(I), òî äëÿåå ïðèáëèæåíèÿ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïî êðàéíåé ìåðå êîíå÷íîýëåìåíò-íîå ïðîñòðàíñòâî Sh
3,1 èç (4), â òî âðåìÿ êàê äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

u1 ∈ H1(I) äîñòàòî÷íî è Sh
1 èç (3.8) èëè Sh

2 èç (6.1), õîòÿ ìîæíî âçÿòü



4. Ñèñòåìû óðàâíåíèé 99è òî æå ïðîñòðàíñòâî Sh
3,1. Âîïðåêè çäðàâîìó ñìûñëó, ñâÿçàííîìó ñ ñîîá-ðàæåíèåì ðàâíîòî÷íîñòè ïðèáëèæåíèé îáåèõ êîìïîíåíò ðåøåíèÿ, áóäåìäëÿ ðàçíîîáðàçèÿ ïîëàãàòü, ÷òî uh

1 ∈ Sh
1 , à uh

2 ∈ Sh
3,1.Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå óçëàìè êîíå÷íîãî ýëåìåíòà áóäóò åãîêîíöû � ëåâûé ñ íîìåðîì 1 è ïðàâûé ñ íîìåðîì 2. Íî òåïåðü óçëû áóäóòòðåõêðàòíûìè. Ïóñòü

u
(i)
1 = [u1,1 u1,2]

T , u
(i)
2 =

[
u2,1 u′

2,1 u2,2 u′
2,2

]T� âåêòîðû óçëîâûõ çíà÷åíèé ýëåìåíòà e(i) êîìïîíåíò uh
l , l = 1, 2 ïðèáëè-æåííîãî ðåøåíèÿ, à

Φ
(i)
1 =

[
ϕ

(i)
1,1 ϕ

(i)
1,2

] è Φ
(i)
2 =

[
ϕ

(i)
2,1 ϕ

(i)
2,2 ϕ

(i)
2,3 ϕ

(i)
2,4

]� ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû �óíêöèé �îðìû, ãäå ϕ
(i)
1,j ñóòü ϕ

(i)
j èç (20),à ϕ

(i)
2,j ≡ ϕ

(i)
j èç (6), (5). Òîãäà

uh
l = Φ

(i)
l u

(i)
l , l = 1, 2, x ∈ e(i).Ïóñòü

U (i) =
[
u1,1 u2,1 u′

2,1 u1,2 u2,2 u′
2,2

]T� âåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé âñåãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ uh íà e(i). Òî-ãäà u
(i)
l = SlU

(i), ãäå
S1 =

[
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0

]
, S2 =




0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


,à uh

l (x) = Φ
(i)
l SlU

(i) ïðè x ∈ e(i). Ïîýòîìó
uh(x) =

[
Φ

(i)
1 S1

Φ
(i)
2 S2

]
U (i) = Φ(i)U (i),ãäå

Φ(i) =

[
ϕ

(i)
11 0 0 ϕ

(i)
12 0 0

0 ϕ
(i)
21 ϕ

(i)
22 0 ϕ

(i)
23 ϕ

(i)
24

]



100 Ëåêöèÿ 7� îáùàÿ ìàòðèöà �óíêöèé �îðìû. Íàêîíåö, íàõîäèì ìàòðèöó æåñòêîñòèýëåìåíòà
K(i) =

∫

e(i)

{[
d2Φ(i)

dx2

]T

D2
d2Φ(i)

dx2
+

[
dΦ(i)

dx

]T

D1
dΦ(i)

dx
+

+ Φ(i)TAΦ(i)
}

dx = K
(i)
1 + K

(i)
2 + K

(i)
3 ,ãäå

K
(i)
1 =

∫

e(i)

p2(x)




0 0 0 0 0 0

0 (ϕ′′
21)

2 ϕ′′
22ϕ

′′
21 0 ϕ′′

23ϕ
′′
21 ϕ′′

24ϕ
′′
21

0 ϕ′′
21ϕ

′′
22 (ϕ′′

22)
2 0 ϕ′′

23ϕ
′′
22 ϕ′′

24ϕ
′′
22

0 0 0 0 0 0
0 ϕ′′

21ϕ
′′
23 ϕ′′

22ϕ
′′
23 0 (ϕ′′

23)
2 ϕ′′

24ϕ
′′
23

0 ϕ′′
21ϕ

′′
24 ϕ′′

22ϕ
′′
24 0 ϕ′′

23ϕ
′′
24 (ϕ′′

24)
2




dx,

K
(i)
2 =

∫

e(i)

p1(x)




(ϕ′
11)

2 0 0 ϕ′
12ϕ

′
11 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
ϕ′

11ϕ
′
12 0 0 (ϕ′

12)
2 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




dx

è ò.ä. 5. Óïðàæíåíèÿ1. Ïîñòðîèòü ìàòðèöû (7), (8) è (14), èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ òèïà(6.22), (6.23) è ñëåäóþùèå çà íèìè ðàññóæäåíèÿ.2. Ïîñòðîèòü âåêòîð íàãðóçêè ýëåìåíòà äëÿ çàäà÷è èç ïðèìåðà 1.



Ëåêöèÿ 8
Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ÏÓÀÑÑÎÍÀ Â ÌÍÎ�ÎÓ�ÎËÜÍÈÊÅ

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÏóñòü Ω � ïîëèãîíàëüíàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè Oxy, Ω � åå çàìû-êàíèå, à ∂Ω = Ω\Ω � åå ãðàíèöà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãðàíèöà ∂Ωñîñòîèò èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòåé ∂Ω1 è ∂Ω2 òàêèõ, ÷òî
Ω

∂Ω1

∂Ω2

�èñ. 1
∂Ω = ∂Ω1

⋃
∂Ω2. Â îáëàñòè Ω çàäàäèì óðàâíåíèå Ïóàññîíà
−∆u := −

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
= f(x, y), (x, y) ∈ Ω (1)è ïîñòàâèì äëÿ íåãî ñìåøàííóþ çàäà÷ó ïóòåì çàäàíèÿ íà ∂Ω ãðàíè÷íûõ101



102 Ëåêöèÿ 8óñëîâèé âèäà
u(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂Ω1, (2)

∂u(x, y)

∂n
= 0, (x, y) ∈ ∂Ω2, (3)ãäå n � íàïðàâëåíèå âíåøíåé (ïî îòíîøåíèþ ê Ω) íîðìàëè ê ∂Ω2.Äàäèì âàðèàöèîííóþ �îðìóëèðîâêó çàäà÷è (1)-(3). Äëÿ ýòîãî óìíî-æèì yðàâíåíèå (1) íà �óíêöèþ v(x, y), ðàâíóþ íóëþ íà ∂Ω1, è ïðîèí-òåãðèðóåì ðåçóëüòàò ïî Ω. Èñïîëüçóÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ëåâîé ÷àñòèïîëó÷åííîãî òîæäåñòâà ïåðâóþ �îðìóëó �ðèíà è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèåãðàíè÷íîå óñëîâèå (3), áóäåì èìåòü

−
∫

Ω

∆u v dxdy =

∫

Ω

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+

∂u

∂y

∂v

∂y

)
dxdy −

∫

∂Ω

∂u

∂n
v ds =

=

∫

Ω

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+

∂u

∂y

∂v

∂y

)
dxdy =:

∫

Ω

(∇v)T (∇u)dxdy =

∫

Ω

fvdxdy,

(4)
ãäå ∇v = [∂v/∂x ∂v/∂y]T � ãðàäèåíò v(x, y). Îáîçíà÷èì

a(u, v) :=

∫

Ω

(∇v)T (∇u)dxdy, (5)
l(v) :=

∫

Ω

fvdxdy (6)è ââåäåì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà
H1(Ω) :=



v(x, y)

∣∣ ‖v‖2
1 :=

∫

Ω

(|∇v|2 + v2)dxdy < ∞



 .Òîãäà, åñëè

H̃1(Ω) :=
{
v(x, y) ∈ H1(Ω)

∣∣ v(x, y)
∣∣
∂Ω1

= 0
}

,òî âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è (1)-(3) òàêîâà: íàéòè
u(x, y) ∈ H̃1(Ω) : a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H̃1(Ω). (7)



2. Êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ �îðìóëèðîâêà 1032. Êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ �îðìóëèðîâêàÏîñòàâèì çàäà÷ó îá îòûñêàíèè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (7).Äëÿ ýòîãî ïðîèçâåäåì ñíà÷àëà òðèàíãóëÿöèþ Ω.Ïóñòü 0 < h < 1 åñòü ïàðàìåòð äèñêðåòèçàöèè è äëÿ êàæäîãî òàêîãî
h ïóñòü πh îáîçíà÷àåò ðàçáèåíèå Ω íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ òðåóãîëüíèêè
e(i), i = 1, 2, . . . , N(h) òàêèå, ÷òî

1◦. Îáùèå ñòîðîíû ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ òðåóãîëüíèêîâ ñîâïàäàþò.
2◦. Òî÷êè ñìåíû òèïà ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (ò.å. ïðèíàäëåæàùèå

∂Ω1

⋂
∂Ω2 ) ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêîâ.

3◦. Ω =
⋃N(h)

i=1 e(i).Çàìå÷àíèå 1. Â ñèëó ñâîéñòâ 1◦, 2◦ è 3◦ òðèàíãóëÿöèÿ πh íå ìîæåò ñî-äåðæàòü �ðàãìåíòû, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 2à), 2á) è 2â), ñîîòâåòñòâåííî.

à)
∂Ω1

∂Ω2á)
∂Ω

â)�èñ. 2Âîçìîæíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ îáëàñòè Ω èçîáðàæåíà íà ðèñ. 3.

�èñ. 3



104 Ëåêöèÿ 8Òåïåðü ïîñòðîèì êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà H̃1(Ω),ñîãëàñîâàííîå ñ òðèàíãóëÿöèåé πh. Ïóñòü
Sh

1 :=
{

vh(x, y) ∈ C(Ω)
∣∣ vh(x, y)

∣∣
e(i) ∈ P1(e

(i)), e(i) ∈ πh
}åñòü ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ, ëèíåéíûõ íà êàæäîì ýëåìåíòå e(i) ∈

πh, íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, à
S̃h

1 := {vh(x, y) ∈ Sh
1 | vh|∂Ω1

= 0}� åãî ïîäïðîñòðàíñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî S̃h
1 ⊂ H̃1(Ω) è íå ïóñòî. Ïóñòü

dim S̃h
1 = n. Íàçîâåì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (7) òàêóþ �óíê-öèþ

uh(x, y) ∈ S̃h
1 : a(uh, vh) = l(vh) ∀vh ∈ S̃h

1 . (8)Î÷åâèäíî, ÷òî ëèíåéíàÿ íà òðåóãîëüíèêå �óíêöèÿ îäíîçíà÷íî îïðå-äåëÿåòñÿ çàäàíèåì åå çíà÷åíèé â âåðøèíàõ, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòüóçëàìè è êîòîðûå ïðåäïîëàãàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè. Êàæäàÿ �óíêöèÿ
vh(x, y) ∈ S̃h

1 ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëåíà â âèäå
vh(x, y) =

n∑

i=1

viϕi(x, y),ãäå vi � åå çíà÷åíèå â i-îì óçëå, à ϕi(x, y) ∈ S̃h
1 � áàçèñíàÿ �óíêöèÿ (ñì.ðèñ. 4), ðàâíàÿ åäèíèöå â i-îì óçëå è íóëþ âî âñåõ äðóãèõ óçëàõ. Ïîëàãàÿòåïåðü â (8) uh =

∑n
j=1 ujϕj(x, y), à vh = ϕi, i = 1, . . . , n, ïîëó-

1

�èñ. 4



3. Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû 105÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ çíà÷å-íèé ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â óçëàõ :
n∑

j=1

a(ϕj, ϕi)uj = l(ϕi), i = 1, . . . , n. (9)Âû÷èñëèì êîý��èöèåíòû a(ϕi, ϕj) ñèñòåìû (9) è êîìïîíåíòû åå ïðà-âîé ÷àñòè l(ϕi). Ñäåëàåì ýòî ïðè ïîìîùè ïîýëåìåíòíûõ âû÷èñëåíèé, íîïðåæäå ââåäåì òàê íàçûâàåìûå áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû.3. Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòûÏóñòü e � òðåóãîëüíèê, ðàñïîëîæåííûé íà ïëîñêîñòè Oxy, âåðøèíûêîòîðîãî ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè 1, 2 è 3 â íàïðàâëåíèè, îáðàòíîì õîäó÷àñîâîé ñòðåëêè. Êîîðäèíàòû ýòèõ âåðøèí ñóòü (xi, yi), i=1, 2, 3. Ïóñòü
O � òî÷êà âíóòðè e è (x, y) � ee êîîðäèíàòû. Ñîåäèíèì îòðåçêàìè ïðÿ-ìûõ òî÷êó O ñ âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêà e. Â ðåçóëüòàòå òðåóãîëüíèê eáóäåò ðàçáèò íà òðè òðåóãîëüíèêà e1, e2 è e3, ãäå ei � òîò èç íèõ, îäíàèç ñòîðîí êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíîé e, ðàñïîëîæåííîé íàïðîòèâ i-îéâåðøèíû. Îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 5.

1

2

3

O

(x1, y1)

(x2, y2)

(x3, y3)

(x, y)

1

2

3�èñ. 5Ïóñòü S è Si - ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ e è ei ñîîòâåòñòâåííî.Îïðåäåëåíèå 1. Âåëè÷èíû ζi = Si/S, i = 1, 2, 3 íàçûâàþòñÿ áàðè-öåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè â òðåóãîëüíèêå e.



106 Ëåêöèÿ 8Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëîæåíèå êàæäîé òî÷êè â òðåóãîëüíèêå e îäíîçíà÷íîîïðåäåëÿåòñÿ åå áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè.Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ëèíåéíî çàâèñèìû è îáëàäàþò ñëåäóþ-ùèìè î÷åâèäíûìè ñâîéñòâàìè :
3∑

i=1

ζi = 1, ζi(xi, yi) = 1, ζi(xj, yj) = 0, i 6= j. (10)Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó áàðèöåíòðè÷åñêèìè è äåêàðòîâûìè êîîðäèíà-òàìè. Èç àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè èçâåñòíî, ÷òî
S =

1

2!
det




x1 x2 x3

y1 y2 y3

1 1 1


 .Ïîýòîìó, íàïðèìåð,

ζ1 = det




x x2 x3

y y2 y3

1 1 1


 / det




x1 x2 x3

y1 y2 y3

1 1 1


 . (11)Hî ýòà �îðìóëà è åé àíàëîãè÷íûå äëÿ ζ2 è ζ3 äàþò ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿàëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû



x1 x2 x3

y1 y2 y3

1 1 1





ζ1

ζ2

ζ3


 =




x
y

1


 (12)ïðè ïîìîùè �îðìóë Êðàìåðà. Èñêîìàÿ ñâÿçü óñòàíîâëåíà. Ñîîòíîøåíèå(12) èíîãäà ïðèíèìàåòñÿ çà îïðåäåëåíèå áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò.Ïðåîáðàçóåì ñîîòíîøåíèå (11), âûðàæàþùåå áàðèöåíòðè÷åñêóþ êîîð-äèíàòó ζ1 ÷åðåç äåêàðòîâû êîîðäèíàòû. �àñêëàäûâàÿ äåòåðìèíàíò èç ÷èñ-ëèòåëÿ (11) ïî ýëåìåíòàì ïåðâîãî ñòîëáöà, íàéäåì, ÷òî

S1 =
1

2
det




x x2 x3

y y2 y3

1 1 1


=

∣∣∣∣
y2 y3

1 1

∣∣∣∣ x −
∣∣∣∣
x2 x3

1 1

∣∣∣∣ y +

∣∣∣∣
x2 x3

y2 y3

∣∣∣∣
2

=
a1x + b1y + c1

2
,



4. Ìàòðèöà æåñòêîñòè è âåêòîð íàãðóçêè 107ãäå
a1 = y2 − y3, b1 = x3 − x2, c1 = x2y3 − x3y2. (13)Òåì ñàìûì,

ζi =
aix + biy + ci

2S
, i = 1, 2, 3, (14)à âûðàæåíèå äëÿ êîý��èöèåíòîâ ai, bi è ci ÷åðåç êîîðäèíàòû âåðøèí e ïî-ëó÷àþòñÿ èç (13) ïóòåì êðóãîâîé ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ 1 → 2 → 3 → 1.Èìåííî

a2 = y3 − y1, b2 = x1 − x3, c2 = x3y1 − x1y3,

a3 = y1 − y2, b3 = x2 − x1, c3 = x1y2 − x2y1.
(15)Çàìå÷àíèå 2. Èç (13), (15) ñëåäóåò, ÷òî

3∑

i=1

ai =

3∑

i=1

bi = 0. (16)Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ �îðìóëà äëÿ èíòåãðàëà ïî e áàðèöåíòðè÷å-ñêîãî îäíî÷ëåíà
∫

e

ζm
1 ζn

2 ζp
3dxdy = S

m!n!p!2!

(m + n + p + 2)!
. (17)

4. Ìàòðèöà æåñòêîñòè è âåêòîð íàãðóçêèòðåóãîëüíîãî ýëåìåíòàÏóñòü e(i) - ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê òðèàíãóëÿöèè πh. Ïðèñâîèì åãîâåðøèíàì (ÿâëÿþùèìñÿ óçëàìè êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêè) íîâûå íîìåðà
1, 2 è 3 è áóäåì íàçûâàòü ýòó íóìåðàöèþ ëîêàëüíîé. Ïóñòü, êàê îáû÷íî,íóìåðàöèÿ ïðîèçâåäåíà â íàïðàâëåíèè, îáðàòíîì õîäó ÷àñîâîé ñòðåëêè.Ïîñêîëüêó ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå uh(x, y) ëèíåéíî íà e(i), òî ïîëíîñòüþçàäàåòñÿ òàì ñâîèìè çíà÷åíèÿìè uj, j = 1, 2, 3 â âåðøèíàõ. Îáîçíà÷èì÷åðåç ϕ

(i)
j , j = 1, 2, 3 �óíêöèè �îðìû ýëåìåíòà e(i), ò.e. íåíóëåâûå ñóæå-íèÿ áàçèñíûõ �óíêöèé ïðîñòðàíñòâà Sh

1 íà e(i). Ïóñòü íîìåð j èìååò òàèç íèõ, êîòîðàÿ â j-îé âåðøèíå èìååò îòëè÷íîå îò íóëÿ çíà÷åíèå, ò.å.
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ϕ

(i)
j (xj, yj) = 1, ãäå (xj, yj) � êîîðäèíàòû ýòîé âåðøèíû (ñì. ðèñ. 6). Î÷å-âèäíî, ÷òî

ϕ
(i)
j = ζj, (18)ò.å. â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå �óíêöèÿìè �îðìû ýëåìåíòà ÿâëÿþòñÿ

1
2

3

ϕ
(i)
1

1
2

3

ϕ
(i)
2

1
2

3

ϕ
(i)
3

�èñ. 6åãî áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Òåì ñàìûì
uh(x, y) =

3∑

j=1

ujϕ
(i)
j (x, y) =

3∑

j=1

ujζj, (x, y) ∈ e(i).Ïóñòü u(i) = [u1 u2 u3]
T � âåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé ïðèáëèæåííîãîðåøåíèÿ íà e(i), à Φ(i) = [ϕ

(i)
1 ϕ

(i)
2 ϕ

(i)
3 ] � ìàòðèöà �óíêöèé �îðìû. Òîãäà

uh(x, y) = Φ(i)u(i), (x, y) ∈ e(i). (19)Ïðåäñòàâèì áèëèíåéíóþ (5) è ëèíåéíóþ (6) �îðìû â âèäå
a(u, v) =

N∑

i=1

a(i)(u, v), l(v) =

N∑

i=1

l(i)(v),ãäå
a(i)(u, v) = a

(i)
1 (u, v) + a

(i)
2 (u, v),



4. Ìàòðèöà æåñòêîñòè è âåêòîð íàãðóçêè 109a
a

(i)
1 (u, v) =

∫

e(i)

∂u

∂x

∂v

∂x
dxdy,

a
(i)
2 (u, v) =

∫

e(i)

∂u

∂y

∂v

∂y
dxdy,

l(i)(v) =

∫

e(i)

fvdxdy,

(20)
è ïîäñòàâèì uh èç (19) â (20) âìåñòî u, ïîëîæèâ îäíîâðåìåííî v = vh =
Φ(i)v(i) ïðè v(i) = [v1 v2 v3]

T . Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî â ñèëó (18),(14)
∂ϕ

(i)
j

∂x
=

aj

2S
,

∂ϕ
(i)
j

∂y
=

bj

2S
,áóäåì èìåòü

a
(i)
1 (uh, vh) =

∫

e(i)

∂uh

∂x

∂vh

∂x
dxdy =

=

∫

e(i)

([∂Φ(i)/∂x]v(i))T ([∂Φ(i)/∂x]u(i))dxdy =

= v(i)TK
(i)
1 u(i),ãäå

K
(i)
1 =

∫

e(i)

[∂Φ(i)/∂x]T [∂Φ(i)/∂x]dxdy =

=

∫

e(i)




a1/2S

a2/2S
a3/2S



[ a1

2S

a2

2S

a3

2S

]
dxdy =

=
1

4S




a2
1 a1a2 a1a3

a2a1 a2
2 a2a3

a3a1 a3a2 a2
3






110 Ëåêöèÿ 8� ìàòðèöà æåñòêîñòè, îòâå÷àþùàÿ áèëèíåéíîé �îðìå a
(i)
1 (uh, vh). Àíàëî-ãè÷íî íàõîäèì

K
(i)
2 =

1

4S




b2
1 b1b2 b1b3

b2b1 b2
2 b2b3

b3b1 b3b2 b2
3


� ìàòðèöó æåñòêîñòè, îòâå÷àþùóþ áèëèíåéíîé �îðìå a

(i)
2 (uh, vh). Hî òî-ãäà ìàòðèöà æåñòêîñòè òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà e(i) (ìàòðèöà æåñòêî-ñòè, îòâå÷àþùàÿ áèëèíåéíîé �îðìå a(i)(uh, vh)) åñòü

K(i) = K
(i)
1 + K

(i)
2 =

1

4S




a2
1 + b2

1 a1a2 + b1b2 a1a3 + b1b3

a2a1 + b2b1 a2
2 + b2

2 a2a3 + b2b3

a3a1 + b3b1 a3a2 + b3b2 a2
3 + b2

3


 . (21)Íàïîìíèì, ÷òî S � ýòî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà e(i), à aj è bj âûðàæàþòñÿ÷åðåç êîý��èöèåíòû âåðøèí òðåóãîëüíèêà e(i) ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé(13), (15).Äàëåå, ïîëàãàÿ, ÷òî f(x, y) = 
onst = f ïðè (x, y) ∈ e(i), è èñïîëüçóÿ�îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ (17), èìååì

l(i)(vh) =

∫

e(i)

fvhdxdy =

∫

e(i)

(Φ(i)v(i))Tfdxdy = v(i)TF (i),ãäå
F (i) =

∫

e(i)

f Φ(i)Tdxdy =
Sf

3
[1 1 1]T (22)� âåêòîð íàãðóçêè òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà e(i).5. Èíâàðèàíòíîñòü ìàòðèöû æåñòêîñòè K(i)Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îïåðàòîð Ëàïëàñà èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïî-âîðîòà êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû è ïåðåíîñà åå íà÷àëà. Èíûìè ñëîâàìè, îïå-ðàòîð Ëàïëàñà èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî òàêîé ëèíåéíîé çàìåíû íåçà-âèñèìûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâèæåíèå ïëîñêîñòèêàê æåñòêîãî öåëîãî. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ íàìè ìàòðèöà æåñòêî-ñòè K(i), îòâå÷àþùàÿ îïåðàòîðó Ëàïëàñà, òàêæå îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì



5. Èíâàðèàíòíîñòü ìàòðèöû æåñòêîñòè K(i) 111èíâàðèàíòíîñòè, ò.å. ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ïàðàìåò-ðàìè òðåóãîëüíèêà e(i) è íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò åãî âåðøèí íà ïëîñêîñòè
Oxy.Îáîçíà÷èì ÷åðåç lj äëèíó ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà e(i), ðàñïîëîæåííóþíàïðîòèâ j-îé âåðøèíû, à ÷åðåç θj � óãîë ïðè ýòîé âåðøèíå (ñì. ðèñ. 7).Êàæäîé èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ñîïîñòàâèì êîëëèíåàðíûé åé âåêòîð cj,ñîâïàäàþùèé ñ íåé ïî äëèíå è íàïðàâëåííûé òàê, êàê èçîáðàæåíî íàðèñ. 7.

1

2

3

(x1, y1)

(x2, y2)

(x3, y3)

l3

θ1 θ2

θ3

~c3

l1
~c1

l2

~c2

�èñ. 7Î÷åâèäíî, ÷òî óêàçàííûå âåêòîðû ñóòü
c1 =

[
x3 − x2

y3 − y2

]
, c2 =

[
x1 − x3

y1 − y3

]
, c3 =

[
x2 − x1

y2 − y1

]
.C ó÷åòîì (13), (15) ýòè âåêòîðû ïðèíèìàþò âèä cj = [bj − aj ]

T . Îòñþäàíàõîäèì, ÷òî
‖cj‖2 = cT

j cj = a2
j + b2

j = l2j ,

ci
Tcj = aiaj + bibj = liljcos(π − θk) = −lilj cos θk, i 6= k 6= j,è ìàòðèöà æåñòêîñòè (21) ïðèíèìàåò âèä

K(i) =
1

4S




l21 −l1l2 cos θ3 −l1l3 cos θ2

−l2l1 cos θ3 l22 −l2l3 cos θ1

−l3l1 cos θ2 −l3l2 cos θ1 l23


 . (23)



112 Ëåêöèÿ 8Çàìå÷àíèå 3. Òàê êàê S = 1
2lilj sin θk, i 6= j 6= k 6= i, à ñóììà ýëåìåíòîâïî ñòðîêå ìàòðèöû K(i) ðàâíà íóëþ (ñì. (16),(21)), òî ìàòðèöó K(i) ìîæíîçàïèñàòü è â ñëåäóþùåì âèäå

K(i) =
1

2




(
tg θ2 + 
tg θ3) −
tg θ3 −
tg θ2

−
tg θ3 (
tg θ1 + 
tg θ3) −
tg θ1

−
tg θ2 −
tg θ1 (
tg θ1 + 
tg θ2)


 . (24)Çàìå÷àíèå 4. Åñëè âñå θk 6 π/2, ò.å. òðåóãîëüíèê e(i) íå ÿâëÿåòñÿ òóïî-óãîëüíûì, òî âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû æåñòêîñòè (23) íåïîëî-æèòåëüíû. Åñëè æå e(i) îñòðîóãîëüíûé, ò.å. θk < π/2, òî âíåäèàãîíàëüíûåýëåìåíòû ìàòðèöû (23) îòðèöàòåëüíû.6. ÓïðàæíåíèÿÂâåäåì îäíîìåðíûé àíàëîã áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Ïóñòü

[x1, x2] � îòðåçîê îñè x (ñì. ðèñ. 8), à l = mes [x1, x2] � åãî äëèíà. Ïóñòü
• •×
1 12 2O

x

x

x1 x2�èñ. 8òî÷êà O ∈ [x1, x2] è åå êîîðäèíàòà åñòü x. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l1 = mes [x, x2]è l2 = mes [x1, x]. Òîãäà áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû íà [x1, x2] ñóòü
ζi = li/l, i = 1, 2.Îòìåòèì, ÷òî

l =
1

1!
det

[
x2 x1

1 1

]
, l1 =

1

1!
det

[
x2 x
1 1

]
, l2 =

1

1!
det

[
x x1

1 1

]
.1. Äîêàçàòü, ÷òî

∫ x2

x1

ζm
1 ζn

2 dx = l
m!n!1!

(m + n + 1)!
.



6. Óïðàæíåíèÿ 1132. Äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü �îðìóëû (17).3. Îïðåäåëèòü áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â òåòðàýäðå è âûâåñòè�îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ îäíî÷ëåíà.�àññìîòðèì îáùåå ëèíåéíîå ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà
−

2∑

m,n=1

∂

∂xn

(
pmn

∂u

∂xm

)
+

2∑

m=1

rm
∂u

∂xm
+ qu = f, (25)ãäå [pmn]

2
1 � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Âàðè-àöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà ïåðâîé îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ýòîãîóðàâíåíèÿ ñâÿçàíà ñ áèëèíåéíîé �îðìîé

a(u, v) :=

∫

Ω

(
2∑

m,n=1

pmn
∂u

∂xm

∂v

∂xn
+

2∑

m=1

rm
∂u

∂xm
v + quv

)
dx1dx2.4. Ïîñòðîèòü ìàòðèöû æåñòêîñòè òðåóãîëüíîãî ëèíåéíîãî ýëåìåíòà

e(i), ñâÿçàííûå ñ áèëèíåéíûìè �îðìàìè
a

(i)
12 (u, v) =

∫

e(i)

p12
∂u

∂x1

∂v

∂x2
dx1dx2,

a
(i)
21 (u, v) =

∫

e(i)

p21
∂u

∂x2

∂v

∂x1
dx1dx2.5. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà æåñòêîñòè òðåóãîëüíîãî ëèíåéíîãî ýëåìåíòà

e(i), ñâÿçàííàÿ ñ áèëèíåéíîé �îðìîé
a

(i)
1 (u, v) =

∫

e(i)

r1∂u/∂x1vdx1dx2,ïðè r1(x, y) = 
onst = r1, (x, y) ∈ e(i) èìååò âèä
r1

6




a1 a2 a3

a1 a2 a3

a1 a2 a3


 .



114 Ëåêöèÿ 86. Ïîñòðîèòü ìàòðèöó ìàññû òðåóãîëüíîãî ëèíåéíîãî ýëåìåíòà e(i), ò.å.ìàòðèöó æåñòêîñòè, îòâå÷àþùóþ áèëèíåéíîé �îðìå
a

(i)
0 (u, v) =

∫

e(i)

quvdx1dx2.



Ëåêöèÿ 9
ÑÁÎ�ÊÀ, ÑÂßÇÜ Ñ �ÀÇÍÎÑÒÍÛÌÈ ÑÕÅÌÀÌÈÏî ïîñòðîåííûì â ïðåäûäóùåé ëåêöèè ìàòðèöàì æåñòêîñòè K(i) è âåê-òîðàì íàãðóçêè F (i) êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ e(i) òåïåðü íåîáõîäèìî ñîáðàòüãëîáàëüíóþ ìàòðèöó æåñòêîñòè K(f) è ãëîáàëüíûé âåêòîð íàãðóçêè F (f).Îáùàÿ òåõíîëîãèÿ ñáîðêè áûëà îïèñàíà â ëåêöèè 5. Òàì æå è â ëåêöèè6 áûëè ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñáîðêè äëÿ ñëó÷àÿ îáûêíîâåííîãî äè��å-ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîëàãàþ, ÷òî èìåâøàÿ ìåñòî íåêîòîðàÿ íàðî-÷èòîñòü ïðîöåññà ñáîðêè â ýòèõ ëåêöèÿõ ïåðåñòàíåò âûãëÿäåòü òàêîâîéäëÿ ïðèìåðà, ðàññìàòðèâàåìîãî â ýòîé ëåêöèè.

1. ÏðèìåðÏðèìåíèì ïðîöåäóðû ñáîðêè K(f) è F (f) ê ïîñòðîåíèþ ñèñòåìû óðàâ-íåíèé ÌÊÝ äëÿ çàäà÷è (8.1)�(8.3) â îáëàñòè Ω, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òðèàíãóëÿöèÿ Ω îñóùåñòâëåíà ñîãëàñíî ðèñ. 2,ò.å. êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè e(i) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáåäðåííûå ïðÿìîóãîëüíûåòðåóãîëüíèêè ñ óçëàìè â âåðøèíàõ. Íóìåðàöèÿ ýëåìåíòîâ è óçëîâ òàê-æå èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå N = N(h) = 6,
dimu(i) = 3, dimU (f) = 7. Ââåäåì íà êîíå÷íûõ ýëåìåíòàõ ëîêàëüíóþíóìåðàöèþ óçëîâ ñîãëàñíî ðèñ. 3. Ïîñêîëüêó âñå êîíå÷íûå ýëåìåíòû îäè-íàêîâûå, 115
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7

1 2

6 3

5 4

1

26

35

4

1 2

3

l3

l2
l1 h

θ1 θ2

θ3

Ω

∂Ω1

∂Ω2

y

x

h

2h

h 2h�èñ. 1
y

x�èñ. 2 �èñ. 3òî, â ñèëó (8.23), îäèíàêîâûìè áóäóò è èõ ìàòðèöû æåñòêîñòè,∗) à òàêæåè âåêòîðû íàãðóçêè ïðè f(x, y) = 
onst. Òàê êàê
l1 = h, l2 =

√
2h, l3 = h,

cos θ1 =
1√
2
, cos θ2 = 0, cos θ3 =

1√
2
, S =

h2

2
,òî, ñîãëàñíî (8.23), (8.22) ìàòðèöà æåñòêîñòè è âåêòîð íàãðóçêè ðàññìàò-ðèâàåìîãî ýëåìåíòà ñóòü

K(i) =
1

2




1 −1 0
−1 2 −1

0 −1 1


 , F (i) =

fh2

6




1
1
1


 . (1)Ïðè ïîñòðîåíèè ìàòðèöû èíäåêñîâ L, ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿèç ñîîòíîøåíèé (5.14), ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî ëîêàëüíàÿ íóìåðàöèÿóçëîâ íà ýëåìåíòàõ (ñì. ðèñ. 3) íà÷èíàåòñÿ ñ îñòðîãî óãëà, çàòåì èäåòïðÿìîé óãîë, à îáõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè. Èçñêàçàííîãî è ðèñ. 2 è 3 ñëåäóåò, ÷òî

L =




1 3 7 4 6 7

2 7 3 5 7 6
7 2 4 7 5 1


 . (2)Ñîîòíîøåíèÿ (1) è (2) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ãëîáàëüíóþ ìàòðèöóæåñòêîñòè K(f) è ãëîáàëüíûé âåêòîð íàãðóçêè F (f).

∗)Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé íóìåðàöèè óçëîâ.



1. Ïðèìåð 117Ïîñòðîèì K(f) è F (f). Èç (5.15) è (5.16) ñëåäóåò, ÷òî âêëàä ìàòðèöû
K(1) â K(f) è âåêòîðà F (1) â F (f) îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíòàìè ïåðâîãî ñòîëá-öà ìàòðèöû èíäåêñîâ (2) è îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýëåìåíò
K(1)(1, 1) ïðèáàâëÿåòñÿ ê ýëåìåíòó èç ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà�îðìèðóåìîé ìàòðèöû K(f). (Çàïèøåì ýòî òàê: (1, 1) → (1, 1)), ýëåìåíò
K(1)(2, 1) ïðèáàâëÿåòñÿ ê ýëåìåíòó èç âòîðîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà
(2, 1) → (2, 1), à K(1)(3, 1) � ê ýëåìåíòó ñåäüìîé ñòðîêè ïåðâîãî ñòîëá-öà (3, 1) → (7, 1) è ò.ä. Ïîëíûé ñïèñîê ïåðåìåùåíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû
K(1) è âåêòîðà F (1) èìååò âèä:

(1, 1) → (1, 1) (1, 2) → (1, 2) (1, 3) → (1, 7) (1) → (1)

(2, 1) → (2, 1) (2, 2) → (2, 2) (2, 3) → (2, 7) (2) → (2)

(3, 1) → (7, 1) (3, 2) → (7, 2) (3, 3) → (7, 7) (3) → (7).Tåì ñàìûì, ìàòðèöà S(1)TK(1)S(1) è âåêòîð S(1)TF (1) èç (4.19), (4.20) ñóòü
1

2




1 −1 0 0 0 0 0

−1 2 0 0 0 0 −1

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0 1




,
fh2

6




1

1

0
0

0
0

1




,

ãäå â ïðÿìîóãîëüíèêè çàêëþ÷åíû ýëåìåíòû K(1) è F (1).Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåí ïðîöåññ ñáîðêè K(f) è F (f). Êàæäàÿ ÿ÷åéêà, îòâå-äåííàÿ íà ýòîì ðèñóíêå äëÿ ýëåìåíòîâ K(f) è F (f) (èçîáðàæåíà æèðíûìèëèíèÿìè) ðàçáèòà íà øåñòü êëåòî÷åê, (ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ â Ω ), è âêëàä â
K(f) è F (f) îò K(i) è F (i) (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëåé 1/2 ó K(i) è fh2/6ó F (i)) èçîáðàæåí â ñîîòâåòñòâóþùåé êëåòî÷êå, êîòîðûå ñîïîñòàâëåíûýëåìåíòàì e(i) ñîãëàñíî ðèñ. 5. Îïèñàííîìó âûøå ýòàïó ñáîðêè � âêëà-äó ýëåìåíòà e(1) � îòâåäåíû âåðõíèå ëåâûå êëåòî÷êè â êàæäîé ÿ÷åéêå, àýëåìåíòû K(1) è F (1) ðàçìåùåíû â òåõ èç íèõ, êîòîðûå èìåþò øòðèõîâêó.
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1

2

fh2

6

K(f) F(f)

�èñ. 47

6

5

4

3

2

1

7

6

5

4

3

2

1

1 2 3 4 5 6 7

0 0 −1 −1 −1 −1 1 2 1 1 1 1

1 2 1 1 1 10 −1 −1 −1 −1 0

−1 0 1 2 −1 −1 11 1

11

1

1

11

11

1

1

−1 2 1 0 −1 −1

1 −1 0

−1 1 0

0 1 2 −1 −1 −1

−1 2 1 0 −1 −1

1 −1 0

1 −1 0



1. Ïðèìåð 119
4 5

2

6

1 3

�èñ. 5Âêëàä â K(f) è F (f) îò îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.Äëÿ âèçóàëèçàöèè ñáîðêè ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì è äàëåå âûïèñûâàòüòàáëèöû íîâûõ ïîçèöèé ýëåìåíòîâ K(i) è F (i). Ýòè òàáëèöû ñòðîÿòñÿ èçíàäëåæàùèì îáðàçîì ïîâòîðåííûõ ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöîâ
L. Íàïðèìåð, äëÿ ýëåìåíòà e(2) ïðîöåññ �îðìèðîâàíèÿ òàáëèöû òàêîâ:

3
7

2

→
3 3
7 7

2 2

→
3 3 3
7 7 7

2 2 2

→
33 37 32
7 7 7

2 2 2

→

33 37 32
73 77 72

2 2 2

→
(3, 3) (3, 7) (3, 2)
(7, 3) (7, 7) (7, 2)

(2, 3) (2, 7) (2, 2)

.Åñëè ó íàñ âäðóã ïîÿâèëàñü íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è â îáëàñòè
Ω, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 6, ñ òðèàíãóëÿöèåé è íóìåðàöèåé óçëîâ êàê íàðèñ. 7, òî â óæå ïîñòðîåííûõ K(f) è F (f) íóæíî ïðîèçâåñòè ëèøü

7

1 2 8

6 3

5 4

1

26

7

35

4

Ω

∂Ω1

∂Ω2

y

x

h

2h

h 2h�èñ. 6
y

x�èñ. 7íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ: óâåëè÷èòü ðàçìåðû K(f) è F (f) ñ ñåìè äî âîñüìèè ó÷åñòü âêëàä îò íîâîãî ýëåìåíòà e(7) . Íà ðèñ. 8 èçîáðàæåíà êàðòèíêà,ïåðåíåñåííàÿ ñ ðèñ. 4, ê êîòîðûé ïðèðèñîâàíû íîâûå ïîçèöèè äëÿ íîâûõ
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!t

1

2

fh2

6

K(f) F(f)

�èñ. 88

7

6

5

4

3

2

1

8

7

6

5

4

3

2

1

1 2 3 4 5 6 7 8

-1 -1 2

-1-1

1

1

1

0 0 −1 −1 −1 −1 1 2 1 1 1 1

1 2 1 1 1 1

0

1 0

1

0 −1 −1 −1 −1 0

−1 0 1 2 −1 −1 11 1

11

1

1

11

11

1

1

−1 2 1 0 −1 −1

1 −1 0

−1 1 0

0 1 2 −1 −1 −1

−1 2 1 0 −1 −1

1 −1 0

1 −1 0



1. Ïðèìåð 121ýëåìåíòîâ íîâûõ K(f) è F (f). Âêëàä îò e(7) èçîáðàæåí ÷èñëàìè â êðóæ-êàõ, ÷òî ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò äîïîëíèòåëüíîìó, ïî ñðàâíåíèþ ñ (2),ñòîëáöó íîâîé ìàòðèöû èíäåêñîâ
L =




1 3 7 4 6 7 | 2

2 7 3 5 7 6 | 8
7 2 4 7 5 1 | 3


 . (3)Â ðåçóëüòàòå èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé




1 −1/2 0 0 0 −1/2 0 0

−1/2 2 0 0 0 0 −1 −1/2
0 0 2 −1/2 0 0 −1 −1/2

0 0 −1/2 1 −1/2 0 0 0
0 0 0 −1/2 3/2 0 −1 0

−1/2 0 0 0 0 3/2 −1 0

0 −1 −1 0 −1 −1 4 0
0 −1/2 −1/2 0 0 0 0 1




︸ ︷︷ ︸
K(f)




u1

u2

u3

u4

u5

u6

u7

u8




︸ ︷︷ ︸
U (f)

=
fh2

6




2

3
3

2
2
2

6
1




︸ ︷︷ ︸
F (f)

.

(4)Îñòàëîñü "ñíÿòü �ëàæêè". Äëÿ ýòîãî íóæíî ó÷åñòü ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ. Èç ðèñ. 6 è 7 ñëåäóåò, ÷òî óçëû ñ íîìåðàìè 4, 5 è 6 ïðèíàäëåæàòó÷àñòêó ãðàíèöû ∂Ω1, ãäå çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà, ò.å.ãëàâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Òåì ñàìûì, ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ â(4) (èìåííî, ÷åòâåðòîå, ïÿòîå è øåñòîå) íåïðàâèëüíûå è äîëæíû áûòüîòáðîøåíû, à íåèçâåñòíûì u4 , u5 è u6 ïðèïèñàíû çàäàííûå íà ∂Ω1 çíà÷å-íèÿ. Òàê êàê ïî óñëîâèþ u íà ∂Ω1 ðàâíÿåòñÿ íóëþ, òî è u4 = u5 = u6 = 0,÷òî ñîîòâåòñòâóåò âû÷åðêèâàíèþ â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ìàòðèöû K(f) ÷åò-âåðòîãî, ïÿòîãî è øåñòîãî ñòîëáöîâ. Íà ∂Ω2 çàäàíû îäíîðîäíûå ãðàíè÷-íûå óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà. Ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè. Áîëååòîãî, îíè íå âíîñÿò âîçìóùåíèé íè â áèëèíåéíóþ �îðìó a(u, v), ïîðîæ-äåííóþ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà, íè â ëèíåéíóþ �îðìó l(v), ïîðîæäåííóþïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (8.1). Òåì ñàìûì, íèêàêèõ èçìåíåíèé â ìàòðè-öó K(f) è âåêòîð F (f) ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íå âíîñÿò, è îêîí÷àòåëüíûéâèä ñèñòåìû óðàâíåíèé òàêîâ:
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


1 −1/2 0 0 0
−1/2 2 0 −1 −1/2

0 0 2 −1 −1/2
0 −1 −1 4 0
0 −1/2 −1/2 0 1







u1

u2

u3

u7

u8




= fh2




1/3
1/2

1/2
1

1/6




. (5)
Çàìå÷àíèå 1. Åñëè áû íà ∂Ω2 èëè íà åå ÷àñòè ∂Ω′

2 ⊂ ∂Ω2 âìåñòî îä-íîðîäíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà áûëî çàäàíî íåîäíîðîäíîåãðàíè÷íîå óñëîâèå òðåòüåãî ðîäà, ò.å. óñëîâèå
∂u

∂n
+ κu = g, (x, y) ∈ ∂Ω′

2,òî ýòî âíåñëî áû âîçìóùåíèå è â áèëèíåéíóþ �îðìó (8.5) è â ëèíåé-íóþ �îðìó (8.6). Èìåííî, íîâàÿ áèëèíåéíàÿ �îðìà, îáîçíà÷åííàÿ ÷åðåç
a1(u, v), èìåëà áû âèä

a1(u, v) = a(u, v) +

∫

∂Ω′

2

κuvds,à íîâàÿ ëèíåéíàÿ �îðìà �
l1(v) = l(v) +

∫

∂Ω′

2

gvds,ãäå a(u, v) è l(v) çàäàþòñÿ (8.5) è (8.6). Ýòè âîçìóùåíèÿ äîëæíû áûëèáûòü ïðèíÿòû âî âíèìàíèå ïðè "ñíÿòèè �ëàæêîâ" ó K(f) è F (f).Ïóñòü, íàïðèìåð, Ω òàêîâà, êàê íà ðèñ. 6
∂Ω′

2 = [(x, y)|y = 0, 0 < x < 2h],à κ è g ïîñòîÿííûå. Òîãäà âîçìóùàþùèå äîáàâêè îòðàçÿòñÿ íà ìàòðèöàõæåñòêîñòè è âåêòîðàõ íàãðóçêè ïåðâîãî è ñåäüìîãî ýëåìåíòîâ (ñì. ðèñ. 7).Èìåííî, ê ìàòðèöàì è âåêòîðàì ýòèõ ýëåìåíòîâ (1) äîáàâÿòñÿ ìàòðèöû



2. Ñâÿçü ñ ðàçíîñòíûìè ñõåìàìè 123
K(1)

κ =

∫ h

0

κ




ζ1(x, 0)

ζ2(x, 0)
ζ3(x, 0)


 [ζ1(x, 0) ζ2(x, 0) ζ3(x, 0)]dx =

= hκ




1/3 1/6 0
1/6 1/3 0

0 0 0


 = K(7)

κè âåêòîðû
F (1)

g =

∫ h

0

g




ζ1(x, 0)
ζ2(x, 0)

ζ3(x, 0)


 dx = gh




1/2
1/2

0


 = F (7)

g .Ñ ó÷åòîì (3) ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü äîáàâ-ëåíà ê K(f), åñòü
hκ

6




2 1 0 0 0 0 0 0

1 4 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 2




,

à ðåçóëüòèðóþùèé âåêòîð, êîòîðûé äîëæåí áûòü äîáàâëåí ê F (f), �
gh

2
[1 2 0 0 0 0 0 1]T .2. Ñâÿçü ñ ðàçíîñòíûìè ñõåìàìèÏîñìîòðèì íà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4) ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ðàçíîñò-íûõ ñõåì. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âèä áîëüøèíñòâà óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìûòåñíûì îáðàçîì ñâÿçàí ñ âèäîì îáëàñòè Ω, ìîæíî óñìîòðåòü è îáùèåçàêîíîìåðíîñòè. Ïåðåõîä îò îáëàñòè Ω, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1, ê îáëà-ñòè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 6, ïðèâåë ê âèäîèçìåíåíèþ âòîðîãî è òðåòüåãî



124 Ëåêöèÿ 9óðàâíåíèé (ñì. ðèñ. 8). Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî óçëû ñ íîìåðàìè 2 è 3ÿâëÿþòñÿ óçëàìè íîâîãî (ñåäüìîãî) ýëåìåíòà. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî åùåáîëüøåå ðàñøèðåíèå îáëàñòè Ω ìîæåò ïðèâåñòè ê èçìåíåíèþ âñåõ óðàâ-íåíèé ñèñòåìû (4), çà èñêëþ÷åíèåì ñåäüìîãî: â îòëè÷èå îò óçëîâ 1 � 6 è 8óçåë ñ íîìåðîì 7 íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü (áåç èçìåíåíèÿ òðèàíãóëÿöèè)íèêàêèì êîíå÷íûì ýëåìåíòàì, êðîìå òåõ, êîòîðûå èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, åñëè ðèñ. 2 ðàññìàòðèâàòü âñåãî ëèøü êàê �ðàãìåíòòðèàíãóëÿöèè êàêîé-ëèáî îáëàñòè, òî óðàâíåíèå ñ íîìåðîì 7 èç (4) âñåðàâíî áóäåò èìåòü òîò æå âèä. Âûïèøåì ýòî óðàâíåíèå îòäåëüíî
−(u2 + u3 + u5 + u6) + 4u7 = h2f. (6)Óçëû, çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â êîòîðûõ èñïîëüçîâàíû ïðèíàïèñàíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ, èçîáðàæåíû íà ðèñ. 9

•

•

•

•

•

6 3

2

7

5

h

h

y

x�èñ. 9Åñëè (x, y) - êîîðäèíàòû ñåäüìîãî óçëà, òî êîîðäèíàòû âòîðîãî, òðåòüå-ãî, ïÿòîãî è øåñòîãî ñóòü (x, y−h), (x+h, y), (x, y+h), (x−h, y). Ïîäåëèìóðàâíåíèå (6) íà h2 è ïåðåïèøåì ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ui = uh(xi, yi). Áóäåìèìåòü
− uh(x + h, y) − 2uh(x, y) + uh(x − h, y)

h2
−

− uh(x, y + h) − 2uh(x, y) + uh(x, y − h)

h2
= f.Íî ýòî óðàâíåíèå åñòü íå ÷òî èíîå, êàê êëàññè÷åñêàÿ ïÿòèòî÷å÷íàÿ àï-ïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (8.1). Ââîäÿ ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ



2. Ñâÿçü ñ ðàçíîñòíûìè ñõåìàìè 125äëÿ ðàçíîñòíûõ îòíîøåíèé
vx =

v(x + h, y) − v(x, y)

h
, vx̄ =

v(x, y) − v(x − h, y)

h
, vx̄x = (vx̄)x (7)è ò.ä., âûøåïðèâåäåííîå óðàâíåíèå çàïèøåì òàê

−(uh
x̄x + uh

ȳy) = f. (8)Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.1) ïî-ãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (8.1) óðàâíåíèåì (8) â òî÷êå (x, y)åñòü âåëè÷èíà O(h2).Ïîìèìî ñåäüìîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4) çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ è óðàâ-íåíèå ñ íîìåðîì 2. Ýòî óðàâíåíèå òàêæå áóäåò îêîí÷àòåëüíî ñ�îðìèðî-âàíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ó÷àñòîê ãðàíèöû ∂Ω2 ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîìïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç óçëû 1, 2 è 8. Óêàçàííîå óðàâíåíèå èìååò âèä
−1

2
u1 + 2u2 − u7 −

1

2
u8 =

h2f

2
. (9)Äëÿ íàïèñàíèÿ óðàâíåíèÿ (9) èñïîëüçîâàíû çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãîðåøåíèÿ â óçëàõ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 10. Ïóñòü (x, y) � êîîðäèíàòû

• • •

•

1 2 8

7

x

�èñ. 10óçëà ñ íîìåðîì 2. Òîãäà êîîðäèíàòû óçëîâ 1, 7, 8 ñóòü (x−h, y), (x, y+h)è (x + h, y) . Ïîäåëèì óðàâíåíèå (9) íà h è ïåðåïèøåì â âèäå
−uh(x, y + h) − uh(x, y)

h
− h

2

uh(x − h, y) − 2uh(x, y) + uh(x + h, y)

h2
=

h

2
f.Ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (7) áóäåì èìåòü

−uh
y −

h

2
uh

x̄x =
h

2
f. (10)



126 Ëåêöèÿ 9Óðàâíåíèå (10) ñîâïàäàåò ñ õîðîøî èçâåñòíîé ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöè-åé ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (8.3) äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (8.1), êîãäà ∂Ω2 îá-ðàçîâàíà îòðåçêîì ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îò Ox, à íàïðàâëåíèå íîðìàëèê ∂Ω2, âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê Ω, ïðîòèâîïîëîæíî îñè Oy. Îñòàëüíûåóðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4) òàêæå ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðàçíîñòíûå àï-ïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (8.3), îäíàêî îíè ìåíåå ïîó÷èòåëüíû ïîñðàâíåíèþ ñ ðàññìàòðèâàåìûìè íàìè óðàâíåíèÿìè 2 è 7.3. Óïðàæíåíèÿ1. Âûïèñàòü ìàòðèöó æåñòêîñòè òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà, èçîáðàæåííî-ãî íà ðèñ. 3, ïðè óñëîâèè, ÷òî óçëû ïðîíóìåðîâàíû, íà÷èíàÿ ñ âåðøèíûïðÿìîãî óãëà.à) Âûïîëíèòü çàäàíèå ïóòåì íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé.á) Ââåñòè ìàòðèöó èíäåêñîâ, ðàññìàòðèâàÿ ýëåìåíò èç ðèñ. 3 (âìåñòåñ íóìåðàöèåé óçëîâ) êàê èñõîäíûé, à íîâûé ýëåìåíò (ýëåìåíò ñ íîâîéíóìåðàöèåé óçëîâ) êàê ÷àñòü êîìïîçèöèè.2. Âûïèñàòü ìàòðèöó æåñòêîñòè è âåêòîð íàãðóçêè ïðàâèëüíîãî òðå-óãîëüíèêà. Íàïèñàòü îáùåå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïðè òàêîé òðèàíãóëÿöèè.(Àíàëîã óðàâíåíèÿ (6))3. Èññëåäîâàòü ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (8.3)óðàâíåíèåì (10).4. Íàïèñàòü àíàëîã óðàâíåíèÿ (10) äëÿ ñëó÷àÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ òðå-òüåãî ðîäà.5. Èññëåäîâàòü ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (8.1) ðàçíîñò-íûì óðàâíåíèåì èç óïðàæíåíèÿ 2.6. Âûïèñàòü àíàëîã ñèñòåìû (5) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íà ∂Ω1 çàäàíî íåîä-íîðîäíîå óñëîâèå: u|∂Ω1
= u0 = 
onst.7. Âûïèñàòü ìàòðèöó æåñòêîñòè êîíå÷íîãî ýëåìåíòà, èçîáðàæåííîãîíà ðèñ. 3, îòâå÷àþùóþ áèëèíåéíîé �îðìå èç óïðàæíåíèÿ 8.5. Ïîêàçàòü,÷òî ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèþ −∆u + ∂u/∂x = f , àíàëîãîì óðàâíåíèÿ(6) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

−(u2 + u3 + u5 + u6) + 4u7 +
h

6
(−u1 + u2 + 2u3 + u4 − u5 − 2u6) = h2f.



Ëåêöèÿ 10
Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÛÅ ÝËÅÌÅÍÒÛ ÂÛÑÎÊÎ�ÎÏÎ�ßÄÊÀ.Ï�ßÌÎÓ�ÎËÜÍÛÅ ÝËÅÌÅÍÒÛÂ ëåêöèè 8 ïðè ïîñòðîåíèè ÌÊÝ äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà íà ïëîñêîñòèáûëè èñïîëüçîâàíû ïðîñòåéøèå òðåóãîëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû ñ òðåìÿóçëàìè â âåðøèíàõ è ëèíåéíûìè �óíêöèÿìè �îðìû. Áóäåì èõ íàçûâàòüëèíåéíûìè òðåóãîëüíûìè ýëåìåíòàìè. Ýòè ýëåìåíòû ÿâèëèñü îáîáùå-íèåì íà äâóìåðíûé ñëó÷àé äâóõòî÷å÷íûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èç ëåê-öèè 3, îáðàçóþùèõ êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõíåïðåðûâíûõ �óíêöèé Sh

1 . Â ëåêöèè 6 ìû óâèäåëè, ÷òî �óíêöèè �îðìûêîíå÷íîãî ýëåìåíòà ìîãóò áûòü íå òîëüêî ëèíåéíûìè, íî è êâàäðàòè÷-íûìè è âîîáùå ïîëèíîìèàëüíûìè. Äëÿ îïèñàíèÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ ïîòðå-áîâàëîñü ëèøü ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíûõ óçëîâ ñ ñîõðàíåíèåì óçëîâ íàêîíöàõ ýëåìåíòîâ, ÷òî îáåñïå÷èëî íåïðåðûâíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøå-íèÿ. Òî÷íî òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Òðå-óãîëüíûå ýëåìåíòû ìîãóò áûòü íå òîëüêî ëèíåéíûìè, íî êâàäðàòè÷íûìè,êóáè÷íûìè è ò.ä. È çäåñü äëÿ èõ îïèñàíèÿ òðåáóåòñÿ ââåäåíèå äîïîëíè-òåëüíûõ óçëîâ. Òàê êàê, íàïðèìåð, êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ íà ïëîñêîñòèîäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â øåñòè òî÷êàõ, íèêàêèå÷åòûðå èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî óçëû êâàäðàòè÷íîãîòðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà ìîæíî ðàñïîëîæèòü â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà è âñåðåäèíàõ åãî ñòîðîí. Êàê è â ñëó÷àå êâàäðàòè÷íûõ ýëåìåíòîâ íà îòðåçêå127



128 Ëåêöèÿ 10(ëåêöèÿ 6), ðàñïîëîæåíèå óçëîâ â ñåðåäèíàõ ñòîðîí íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõî-äèìûì, íî óäîáíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèììåòðèè. Óáåäèòåñü, ÷òî ðàñïîëî-æåíèå óçëîâ â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà è ïî îäíîìó íà êàæäîé ñòîðîíå� åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü îáåñïå÷åíèÿ íåïðåðûâíîñòè êîíå÷íîýëå-ìåíòíîãî ïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûõ �óíêöèé.1. Êâàäðàòè÷íûå è êóáè÷åñêèå òðåóãîëüíûå ýëåìåíòûÏóñòü óçëû òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà ïðîíóìåðîâàíû êàê íà ðèñ. 1.Ïîñòðîèì åãî �óíêöèè �îðìû.

1 4 2

6 5

3

1 4 5 2

3

9 10 6

8 7

�èñ. 1 �èñ. 2Ïîñêîëüêó êàæäàÿ �óíêöèÿ �îðìû îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü â îäíîìóçëå è òàì ïðèíèìàåò çíà÷åíèå åäèíèöà, òî, íàïðèìåð, ϕ1 äîëæíà
1◦ îáðàùàòüñÿ â íóëü â óçëàõ 2, 5 è 3,
2◦ îáðàùàòüñÿ â íóëü â óçëàõ 4 è 6,
3◦ áûòü ðàâíîé åäèíèöå â óçëå 1.Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ óñëîâèé 1◦ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â ïðåäñòàâëåíèå ϕ1ïðèñóòñòâîâàë ìíîæèòåëü ζ1 (áàðèöåíòðè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà � ñì. ëåê-öèþ 8). Óñëîâèå 2◦ áóäåò âûïîëíåíî, åñëè â ïðåäñòàâëåíèå ϕ1 ïðèñóò-ñòâóåò ìíîæèòåëü (ζ1 − 1/2). Òåïåðü îñòàëîñü äîìíîæèòü ïðîèçâåäåíèå

ζ1(ζ1 − 1/2) íà ïîñòîÿííóþ, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü 3◦. Ïîñêîëüêó áàðèöåí-òðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñóòü ëèíåéíûå �óíêöèè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò xè y, òî ïîñòðîåííîå ïðîèçâåäåíèå åñòü êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ è ñëåäîâà-òåëüíî ϕ1 = 2ζ1(ζ1 − 1/2). Àíàëîãè÷íî íàõîäèì, ÷òî
ϕi = 2ζi(ζi − 1/2), i = 1, 2, 3. (1)



2. Ìàòðèöû æåñòêîñòè êâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòà 129Ñ îñòàëüíûìè �óíêöèÿìè �îðìû åùå ïðîùå: êàæäàÿ èç íèõ äîëæíàîáðàùàòüñÿ â íóëü íà äâóõ ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà, íå ñîäåðæàùèõ óçëà,îòâå÷àþùåãî ýòîé �óíêöèè. Ïîýòîìó
ϕ4 = 4ζ1ζ2, ϕ5 = 4ζ2ζ3, ϕ6 = 4ζ3ζ1. (2)Òî÷íî òàê æå ñòðîÿòñÿ êóáè÷åñêèå òðåóãîëüíûå ýëåìåíòû, ÷èñëî óçëîâêîòîðûõ äîëæíî áûòü ðàâíûì äåñÿòè. �àñïîëàãàþòñÿ óçëû ñëåäóþùèìîáðàçîì: â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêîâ, ïî äâà íà ñòîðîíàõ è îäèí âíóòðè.Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè íà êàæäîé ñòîðîíå óçëû öåëåñîîáðàçíî ðàñ-ïîëîæèòü ðàâíîóäàëåííûìè, à âíóòðåííèé óçåë � â öåíòðå òÿæåñòè òðå-óãîëüíèêà. Òàêîå ðàñïîëîæåíèå óçëîâ èçîáðàæåíî íà ðèñ. 2. Î÷åâèäíî,÷òî ïåðâûå òðè �óíêöèè �îðìû çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ϕi = 9/2ζi(ζi − 2/3)(ζi − 1/3), i = 1, 2, 3.×òî êàñàåòñÿ, íàïðèìåð, ϕ4, òî îíà äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü íà ïðÿìûõ,ñîäåðæàùèõ èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 2 æèðíûìè ñïëîøíûìè ëèíèÿìè îò-ðåçêè, à ϕ10 äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü íà âñåõ ñòîðîíàõ. Ïîýòîìó
ϕ4 = 27/2ζ1ζ2(ζ1 − 1/3), ϕ5 = 27/2ζ1ζ2(ζ2 − 1/3),

ϕ6 = 27/2ζ2ζ3(ζ2 − 1/3), ϕ7 = 27/2ζ2ζ3(ζ3 − 1/3),

ϕ8 = 27/2ζ3ζ1(ζ3 − 1/3), ϕ9 = 27/2ζ3ζ1(ζ1 − 1/3),

ϕ10 = 27ζ1ζ2ζ3.2. Ìàòðèöû æåñòêîñòè êâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòàÂû÷èñëèì ìàòðèöó æåñòêîñòè êâàäðàòè÷íîãî òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà,îïðåäåëÿåìóþ áèëèíåéíîé �îðìîé
∫

e(i)

[∇vh]T [∇uh]dxdy,ò.å. îòâå÷àþùóþ îïåðàòîðó Ëàïëàñà. Ïóñòü (xj, yj) � äåêàðòîâû êîîð-äèíàòû j-îé âåðøèíû òðåóãîëüíèêà e(i) (ñì. ðèñ. 1), S � ïëîùàäü ýòîãî



130 Ëåêöèÿ 10òðåóãîëüíèêà, à Φ(i) = [ϕ1, . . . , ϕ6] - ìàòðèöà �óíêöèé �îðìû ýëåìåíòà
e(i) . Èç (1), (2) ñ ó÷åòîì (8.14) íàõîäèì, ÷òî

∂ϕj

∂x
=

aj

2S
(4ζj − 1),

∂ϕ3+j

∂x
=

2

S
(aj+1ζj + ajζj+1),

j = 1, 2, 3, (3)ãäå ñîãëàñíî (8.13), (8.15) aj = yj+1 − yj+2, à ñóììèðîâàíèå â èíäåêñàõ ó
ζj, aj, yj îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ìîäóëþ òðè. Ïîýòîìó

[
∂Φ(i)

∂x

]T [
∂Φ(i)

∂x

]
=




A11 A12 A13 C112 C123 C131

A22 A23 C212 C223 C231

A33 C312 C323 C331

B11 B12 B13

B22 B23

B33




,

ãäå
Akl =

akal

4S2
(4ζk − 1)(4ζl − 1),

Bkl =
4

S2
(akζk+1 + ak+1ζk)(alζl+1 + al+1ζl),

Cjkl =
aj

S2
(4ζj − 1)(akζl + alζk) = Cjlk.Èñïîëüçóÿ �îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ áàðèöåíòðè÷åñêîãî îäíî÷ëåíà (8.17),íàõîäèì, ÷òî

∫

e(i)

Akkdxdy =
a2

k

4S2

∫

e(i)

(4ζk − 1)2dxdy =
a2

k

4S2

∫

e(i)

(16ζ2
k − 8ζk + 1)dxdy =

a2
k

4S
,

∫

e(i)

Akldxdy =
akal

4S2

∫

e(i)

(16ζkζl − 4ζk − 4ζl + 1)dxdy = −akal

12S
, k 6= l.Äàëåå, ïðè j = k 6= l

∫

e(i)

Ckkldxdy =
ak

S2

∫

e(i)

(4akζkζl − akζl + 4alζ
2
k − alζk)dxdy =

akal

3S
,



2. Ìàòðèöû æåñòêîñòè êâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòà 131à ïðè j 6= k 6= l 6= j

∫

e(i)

Cjkldxdy =
aj

S2

∫

e(i)

(4akζjζl − akζl + 4alζjζk − alζk)dxdy = 0.Íàêîíåö,
∫

e(i)

Bkkdxdy =
4

S2

∫

e(i)

(akζk+1 + ak+1ζk)
2dxdy =

2

S
(a2

k + a2
k+1 + akak+1) =

=
1

S
(a2

k + a2
k+1 + (ak + ak+1)

2) =
(a2

1 + a2
2 + a2

3)

S
,èáî ñîãëàñíî (8.16) a1 + a2 + a3 = 0, à

∫

e(i)

B12dxdy =
4

S2

∫

e(i)

(a1ζ2 + a2ζ1)(a2ζ3 + a3ζ2)dxdy =

=
1

3S
(a1a2 + a2

2 + 2a1a3 + a2a3) =
2a1a3

Sè ïîýòîìó
∫

e(i)

B13dxdy =
2a2a3

S
,

∫

e(i)

B23dxdy =
2a1a2

S
.Èòàê, ìàòðèöà æåñòêîñòè êâàäðàòè÷íîãî òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà, îòâå-÷àþùàÿ áèëèíåéíîé �îðìå ∫

e(i)

∂vh/∂x ∂uh/∂xdxdy, åñòü
K(i)(a) =

1

12S
×

×




3a2
1 −a1a2 −a1a3 4a1a2 0 4a1a3

−a1a2 3a2
2 −a2a3 4a1a2 4a2a3 0

−a1a3 −a2a3 3a2
3 0 4a2a3 4a1a3

4a1a2 4a1a2 0 4(a2
1 + a2

2 + a2
3) 8a1a3 8a2a3

0 4a2a3 4a2a3 8a1a3 4(a2
1 + a2

2 + a2
3) 8a1a2

4a1a2 0 4a1a3 8a2a3 8a1a2 4(a2
1 + a2

2 + a2
3)




. (4)



132 Ëåêöèÿ 10Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöåé æåñòêîñòè äëÿ ∫
e(i)

∂vh/∂y ∂uh/∂y dxdy ÿâëÿåò-ñÿ ìàòðèöà K(b), êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò K(a) ëèøü òåì, ÷òî ó íåå âñþäóâìåñòî aj ñòîÿò bj (ñì.(8.13), (8.15)), à ïîëíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè êîíå÷-íîãî ýëåìåíòà e(i), îòâå÷àþùàÿ îïåðàòîðó Ëàïëàñà åñòü
K(i) = K(i)(a) + K(i)(b).Ýòó ìàòðèöó, êàê è ìàòðèöó (8.21) ëèíåéíîãî òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà,ìîæíî çàïèñàòü â èíâàðèàíòíîì âèäå, òî åñòü â âèäå, íå çàâèñÿùåì îòðàñïîëîæåíèÿ òðåóãîëüíèêà e(i) íà ïëîñêîñòè Oxy

K(i) =
1

12S
×




3l21 l1l2 cos θ3 l1l3 cos θ2 −4l1l2 cos θ3 0 −4l1l3 cos θ2

3l22 l2l3 cos θ1 −4l1l2 cos θ3 −4l2l3 cos θ1 0
3l23 0 −4l2l3 cos θ1 −4l1l3 cos θ2

4(l21 + l22 + l23) −8l1l3 cos θ2 −8l2l3 cos θ1

4(l21 + l22 + l23) −8l1l2 cos θ3

4(l21 + l22 + l23)




.

Ïðèâåäåì âèä ìàòðèöû ìàññû òðåóãîëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòà
M (i) =

∫

e(i)

Φ(i)TΦ(i)dxdy =
S

180




6 −1 −1 0 −4 0

−1 6 −1 0 0 −4
−1 −1 6 −4 0 0

0 0 −4 32 16 16
−4 0 0 16 32 16

0 −4 0 16 16 32




. (5)
3. Ïðÿìîóãîëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòûÏóñòü îáëàñòü Ω, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå òîé èëè èíîéçàäà÷è, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîð-äèíàòíûì îñÿì, èëè êîìïîçèöèåé òàêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ýòó îáëàñòüëåãêî òðèàíãóëèðîâàòü êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêîâ,ñòîðîíû êîòîðûõ òàêæå ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì. Ïðîñòåéøèìïðÿìîóãîëüíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíûé ýëåìåíò ñ óçëàìè â âåð-øèíàõ. Áëàãîäàðÿ îãîâîðåííîé îðèåíòàöèè ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî îñåé



3. Ïðÿìîóãîëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû 133êîîðäèíàò áèëèíåéíàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ýëåìåíòå, íà åãî ñòîðî-íàõ ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíîé è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìèâ óçëàõ, ïðèíàäëåæàùèõ ñîîòâåòñòâóþùèì ñòîðîíàì. Ýòî îáåñïå÷èâàåòíåïðåðûâíîñòü êóñî÷íî-áèëèíåéíîé �óíêöèè, îïðåäåëÿåìîé íà êîìïîçè-öèè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.Çàìå÷àíèå 1. Åñëè áû ñòîðîíû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íå áûëè ïàðàë-ëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì, òî çàäàííàÿ íà êîíå÷íîì ýëåìåíòå áèëèíåé-íàÿ �óíêöèÿ v(x, y) = a+bx+cy+dxy ïðè ñóæåíèè íà åãî ãðàíèöó áûëàáû íå ëèíåéíîé âäîëü ñòîðîíû, à êâàäðàòè÷íîé, è äâóõ åå çíà÷åíèé ââåðøèíàõ ýëåìåíòà, ïðèíàäëåæàùèõ ýòîé ñòîðîíå, áûëî áû íåäîñòàòî÷íîäëÿ åå îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ. À ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâåëî áû êòîìó, ÷òî êóñî÷íî-áèëèíåéíàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ñâîèìè óçëîâûìèçíà÷åíèÿìè â âåðøèíàõ ýëåìåíòîâ, íà êîìïîçèöèè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâáûëà áû ðàçðûâíîé.Ïîñòðîèì �óíêöèè �îðìû ïðÿìîóãîëüíîãî áèëèíåéíîãî ýëåìåíòà ñîñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì. Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåí ðå-ïåðíûé ïðÿìîóãîëüíûé ýëåìåíò ñ óçëàìè â âåðøèíàõ. Ôóíêöèè �îðìûíà ýòîì ýëåìåíòå

1 −1 2
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57
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1

t

s

2

9

6

8 4

�èñ. 3 �èñ. 4îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
ϕ1(s, t) =

1

4
(1 − s)(1 − t), ϕ2(s, t) =

1

4
(1 + s)(1 − t),

ϕ3(s, t) =
1

4
(1 + s)(1 + t), ϕ4(s, t) =

1

4
(1 − s)(1 + t).

(6)



134 Ëåêöèÿ 10Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà
e(i,j) = {(x, y)| xi−1 6 x 6 xi, yj−1 6 y 6 yj}�óíêöèè �îðìû ïîëó÷àþòñÿ èç (6) ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííûõ

x − xi−1

h(i)/2
= s + 1,

y − yj−1

h(j)/2
= t + 1, (7)ãäå h(i) = xi − xi−1, h(j) = yj − yj−1, ò.å.

ϕ
(i,j)
k = ϕk

(
x − xi−1

h(i)/2
− 1,

y − yj−1

h(j)/2
− 1

)
.Íàðÿäó ñ áèëèíåéíûìè ïðÿìîóãîëüíûìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè ìîæ-íî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå áèêâàäðàòè÷íûå, áèêóáè÷íûå è âîîáùå áèïî-ëèíîìèàëüíûå ïðÿìîóãîëüíûå ýëåìåíòû. Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåí ðåïåðíûéïðÿìîóãîëüíûé ýëåìåíò ñ äåâÿòüþ óçëàìè, ðàñïîëîæåííûìè â âåðøèíàõ,â ñåðåäèíàõ ñòîðîí è â öåíòðå. Íå ñîñòàâëÿåò òðóäà âûïèñàòü �óíêöèè�îðìû ýòîãî ýëåìåíòà.

ϕ1 =
1

4
(s − 1)s(t− 1)t, ϕ2 =

1

2
(1 − s2)(t − 1)t,

ϕ3 =
1

4
(s + 1)s(t − 1)t, ϕ4 =

1

2
(s + 1)s(1 − t2),

ϕ5 =
1

4
(s + 1)s(t + 1)t, ϕ6 =

1

2
(1 − s2)(t + 1)t,

ϕ7 =
1

4
(s − 1)s(t + 1)t, ϕ8 =

1

2
(s − 1)s(1 − t2),

ϕ9 = (1 − s2)(1 − t2).

(8)
�àññìîòðåííûå íàìè áèëèíåéíûé è áèêâàäðàòè÷íûé ïðÿìîóãîëüíûåêîíå÷íûå ýëåìåíòû îòíîñÿòñÿ ê ñåìåéñòâó ïîëíûõ áèïîëèíîìèàëüíûõýëåìåíòîâ: �óíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ýëåìåíòå, åñòü ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëå-íà îò îäíîé ïåðåìåííîé íà ìíîãî÷ëåí îò äðóãîé ïåðåìåííîé. Ïîìèìîòàêèõ ýëåìåíòîâ â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå âñòðå÷àþòñÿ è, òàê íàçûâà-åìûå, íåïîëíûå áèïîëèíîìèàëüíûå ýëåìåíòû, ó êîòîðûõ â ïðåäñòàâëå-íèè �óíêöèè íà ýëåìåíòå îòñóòñòâóþò íåêîòîðûå ÷ëåíû èç èìåþùèõñÿ óïîëíîãî ýëåìåíòà (íàïðèìåð, ÷ëåí ñ x2y2, èìåþùèéñÿ ó áèêâàäðàòè÷íîãî



3. Ïðÿìîóãîëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû 135ýëåìåíòà). Íåïîëíûå ýëåìåíòû èìåþò ìåíüøåå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîëíû-ìè ýëåìåíòàìè ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû è ñîîòâåòñòâåííî ìåíüøåå ÷èñëîóçëîâ. Íî çäåñü åñòü âàæíîå îãðàíè÷åíèå: äëÿ òîãî, ÷òîáû íå íàðóøèòüíåïðåðûâíîñòü êóñî÷íî-áèïîëèíîìèàëüíîé �óíêöèè, çàäàâàåìîé ñâîèìèçíà÷åíèÿìè â óçëàõ, íà êîìïîçèöèè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, íåëüçÿ òðîãàòüóçëû, ðàñïîëîæåííûå íà ãðàíèöå ýëåìåíòà. Ïîýòîìó íåïîëíûé áèêâàäðà-òè÷íûé ýëåìåíò îáÿçàí èìåòü âîñåìü óçëîâ è âñå íà ãðàíèöå, à ó íåïîë-íîãî áèêóáè÷åñêîãî ýëåìåíòà ÷èñëî óçëîâ ìîæåò áûòü îò ïÿòíàäöàòè äîäâåíàäöàòè (òîëüêî íà ãðàíèöå). Íåïîëíûå ýëåìåíòû, ó êîòîðûõ óçëûðàñïîëîæåíû òîëüêî íà ãðàíèöå, îáðàçóþò òàê íàçûâàåìîå ñèðåíäèïî-âî ñåìåéñòâî. Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåí ðåïåðíûé ïðÿìîóãîëüíûé ýëåìåíò ñâîñåìüþ óçëàìè íà ñòîðîíàõ. Ïîñòðîèì åãî �óíêöèè �îðìû. Äëÿ ýòîãîâîñïîëüçóåìñÿ �óíêöèÿìè �îðìû ïîëíîãî

1 −1 3

57

−1 0 1

1

t

s

2

6

8 4

�èñ. 5 • •

••

• • •

•

•

1 −1 3

57

−1 0 1

1

t

s

2

6

8 491 234
�èñ. 6áèêâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòà (8). Îäíàêî, áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæå-íèé îäíîçíà÷íî �óíêöèè �îðìû íåïîëíîãî ýëåìåíòà îïðåäåëèòü íåëüçÿ.Ïîýòîìó áóäåì, íàïðèìåð, òðåáîâàòü, ÷òîáû ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè íàêîíå÷íîì ýëåìåíòå â îòëè÷èå îò áèêâàäðàòè÷íîé �óíêöèè íå ñîäåðæà-ëî ÷ëåíà ñ íàèâûñøåé ñòåïåíüþ ïî s è t â ïîñëåäíåé, ò.å. ÷ëåíà s2t2.Ôóíêöèè �îðìû ñèðåíäèïîâà âîñüìèòî÷å÷íîãî ýëåìåíòà, èçîáðàæåííîãîíà ðèñ. 5, êàê îáû÷íî, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ϕk, k = 1, . . . , 8 , à íà�óíêöèè �îðìû (8) áèêâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòà áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íà

ϕ̃k, k = 1, . . . , 9. Èíòåðåñóþùèå íàñ �óíêöèè �îðìû áóäåì èñêàòü â âè-äå ϕk = ϕ̃k + αkϕ̃9, ãäå ïîñòîÿííàÿ αk âûáèðàåòñÿ èç òåõ ñîîáðàæåíèé,



136 Ëåêöèÿ 10÷òîáû â ϕk îòñóòñòâîâàë ÷ëåí s2t2. Èìååì
ϕ1 = ϕ̃1 + α1ϕ̃9 =

1

4
(s − 1)s(t − 1)t + α1(1 − s2)(1 − t2) =

= (s − 1)(t − 1)

[
st

4
+ α1(1 + s + t + st)

]
.Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî òðåáóåìîå çíà÷åíèå α1 = −1/4 è ïîýòîìó

ϕ1 = −1

4
(s − 1)(t− 1)(1 + s + t).Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ è îñòàëüíûå �óíêöèè �îðìû

ϕ2 = −1

2
(1 − s2)(t − 1), ϕ3 =

1

4
(s + 1)(t− 1)(1− s + t),

ϕ4 =
1

2
(s + 1)(1− t2), ϕ5 = −1

4
(s + 1)(t + 1)(1− s − t),

ϕ6 =
1

2
(1 − s2)(t + 1), ϕ7 =

1

4
(s − 1)(t + 1)(1 + s − t),

ϕ8 = −1

2
(s − 1)(1− t2).4. Ìàòðèöà æåñòêîñòè áèëèíåéíîãî ýëåìåíòàÏîñòðîèì ìàòðèöó æåñòêîñòè áèëèíåéíîãî ýëåìåíòà, îòâå÷àþùóþ îïå-ðàòîðó Ëàïëàñà. Ïóñòü xi−xi−1 = h(i) = h1, yj−yj−1 = h(j) = h2, Φ(i,j)� ìàòðèöà �óíêöèé �îðìû, à

K
(i,j)
1 =

∫

e(i,j)

[
∂Φ(i,j)

∂x

]T [
∂Φ(i,j)

∂x

]
dxdy.Äåëàÿ â èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííûõ (7), íàõîäèì, ÷òî

K
(i,j)
1 =

h2

h1

1∫

−1

1∫

−1




∂ϕ1/∂s
∂ϕ2/∂s

∂ϕ3/∂s
∂ϕ4/∂s



[
∂ϕ1

∂s

∂ϕ2

∂s

∂ϕ3

∂s

∂ϕ4

∂s

]
dsdt. (9)



4. Ìàòðèöà æåñòêîñòè áèëèíåéíîãî ýëåìåíòà 137Èç (6)
∂ϕ1

∂s
= −1 − t

4
,

∂ϕ2

∂s
=

1 − t

4
,

∂ϕ3

∂s
=

1 + t

4
,

∂ϕ4

∂s
= −1 + t

4è, ñëåäîâàòåëüíî,
K

(i,j)
1 =

h2

6h1




2 −2 −1 1
−2 2 1 −1

−1 1 2 −2
1 −1 −2 2


 .Àíàëîãè÷íî íàõîäèì, ÷òî

K
(i,j)
2 =

∫

e(i,j)

[
∂Φ(i,j)

∂y

]T [
∂Φ(i,j)

∂y

]
dxdy =

h1

6h2




2 1 −1 −2

1 2 −2 −1
−1 −2 2 1

−2 −1 1 2


 ,

à ïîëíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè áèëèíåéíîãî ýëåìåíòà e(i,j) ïðè h1 = h2

K(i,j) =
1

6




4 −1 −2 −1

−1 4 −1 −2
−2 −1 4 −1

−1 −2 −1 4


 . (10)Íàéäåì ãëîáàëüíóþ ìàòðèöó æåñòêîñòè äëÿ êâàäðàòíîé îáëàñòè, ðàç-áèòîé íà ÷åòûðå êâàäðàòíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòà è èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 6.Ñîãëàñíî ðèñóíêàì 3 è 6 ìàòðèöà èíäåêñîâ èìååò âèä

L =




1 2 9 8

2 3 4 9
9 4 5 6

8 9 6 7


 .Îòñþäà è èç (10) íàõîäèì, ÷òî ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè
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K(f) =

1

6




4 −1 0 0 0 0 0 −1 −2

−1 8 −1 −2 0 0 0 −2 −2
0 −1 4 −1 0 0 0 0 −2
0 −2 −1 8 −1 −2 0 0 −2

0 0 0 −1 4 −1 0 0 −2
0 0 0 −2 −1 8 −1 −2 −2

0 0 0 0 0 −1 4 −1 −2
−1 −2 0 0 0 −2 −1 8 −2

−2 −2 −2 −2 −2 −2 −2 −2 16




.

Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ýòîé ìàòðèöû îïðåäåëÿåò óðàâíåíèå, îòíåñåííîå ê óçëó9 íà ðèñ. 6, ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî åñòü
− 1

3
[(u1 − 2u2 + u3) − 2(u8 − 2u9 + u4) + (u5 − 2u6 + u7)+

+ 3(u2 − 2u9 + u6) + 3(u8 − 2u9 + u4)].Åñëè íåèçâåñòíûå îáîçíà÷èòü ÷åðåç ui,j, ãäå (xi, yj) � êîîðäèíàòû óçëîâ,òî ïîñëå äåëåíèÿ íà h2 ýòî âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
−[ux̄x + uȳy +

h2

3
ux̄xȳy]ij. (11)5. Óïðàæíåíèÿ1. Óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ìàòðèö (4) è (5) ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ 6.1è 6.2, ñîîòâåòñòâåííî.2. Íàéòè âåêòîð íàãðóçêè êâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî

f(x, y) = 
onst ïðè (x, y) ∈ e(i).3. Ïðè òîì æå óñëîâèè, ÷òî è â çàäà÷å 2, íàéòè âåêòîð íàãðóçêè áèëè-íåéíîãî ýëåìåíòà.4. Ïîñòðîèòü ìàòðèöó ìàññû áèêâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòà.



Ëåêöèÿ 11
Ï�È�ÎÒÎÂËÅÍÈß Ê ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÞÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈÏðè ïðèìåíåíèè òîãî èëè èíîãî ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿèíòåðåñóþùåé íàñ çàäà÷è ìû âïðàâå îæèäàòü, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå âêàêîì-òî ñìûñëå áëèçêî ê òî÷íîìó. Ìû õîòåëè áû òàêæå íàäåÿòüñÿ, ÷òîýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå ñ ëþáîé èíòåðåñóþùåé íàñ òî÷íî-ñòüþ. Èíûìè ñëîâàìè, ìû õîòèì, ÷òîáû èñïîëüçóåìûé äëÿ âû÷èñëåíèéïðèáëèæåííûé ìåòîä áûë ñõîäÿùèìñÿ. Â ìåòîäàõ �èòöà è �àëåðêèíà ïà-ðàìåòðîì, óïðàâëÿþùèì ñõîäèìîñòüþ, ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòü n êîíå÷íî-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V n, â êîòîðîì èùåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå. Êàêìû óæå îòìå÷àëè, â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ çà ðàçìåðíîñòü Sh îòâå-÷àåò ïàðàìåòð h, õàðàêòåðèçóþùèé ðàçìåð êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìóñõîäèìîñòü ñëåäóåò îæèäàòü ïðè h → 0.Îïðåäåëåíèå 1. �îâîðÿò, ÷òî ïðèáëèæåííûé ìåòîä ñõîäèòñÿ, åñëè ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé uh ïðè h → 0 ñõîäèòñÿ â íåêî-òîðîé íîðìå ê òî÷íîìó ðåøåíèþ, ò.å.

lim
h→0

‖ u − uh ‖= 0.Îïðåäåëåíèå 2. �îâîðÿò, ÷òî ìåòîä ñõîäèòñÿ ñî ñêîðîñòüþ O(hk), k > 0,åñëè ïðè h → 0

‖ u − uh ‖= O(hk).139



140 Ëåêöèÿ 11Â ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ áóäåò äîêàçàíà ñõîäèìîñòü íåêîòîðûõ èç ïî-ñòðîåííûõ íàìè ìåòîäîâ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è äàíû îöåíêè èõ ñêîðîñòèñõîäèìîñòè â íåêîòîðûõ íîðìàõ. ×òîáû âñå ýòî ñäåëàòü, íàì ïîòðåáóþòñÿíåêîòîðûå ïðèãîòîâëåíèÿ, êîòîðûì è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ëåêöèÿ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÍàïîìíèì ïîñòàíîâêè âàðèàöèîííîé çàäà÷è è çàäà÷è ìèíèìèçàöèè�óíêöèîíàëà, ëåæàùèå â îñíîâå ÌÊÝ. Ñäåëàåì ýòî â àáñòðàêòíîì âèäåáåç êîíêðåòèçàöèè áèëèíåéíîé è ëèíåéíîé �îðì. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâîïðîñòðàíñòâî, l(v) � ëèíåéíàÿ �îðìà, çàäàííàÿ íà H, ò.å.
l(v) : H → R, l(c1v1 + c2v2) = c1l(v1) + c2l(v2),ãäå c1 è c2 � ïîñòîÿííûå, à a(u, v) � áèëèíåéíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ, ïîëîæè-òåëüíàÿ �îðìà, ò.å.

a(u, v) : H × H → R, a(c1u1 + c2u2, v) = c1a(u1, v) + c2a(u2, v),

a(u, v) = a(v, u), a(v, v) > 0 ∀v 6= 0.
(1)Ïóñòü, êðîìå òîãî, çàäàí êâàäðàòè÷íûé �óíêöèîíàë

J(v) =
1

2
a(v, v) − l(v) : H → R. (2)Çàäà÷à 1. Íàéòè
u = arg

v∈H
inf J(v). (3)Çàäà÷à 2. Íàéòè

u ∈ H : a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H. (4)Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó òåîðåìû 2.1 çàäà÷è 1 è 2 ýêâèâàëåíòíû.Ïîñòàâèì çàäà÷ó îá îòûñêàíèè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Ïóñòü Hh �êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà , ò.å.
Hh ⊂ H, dimHh = n < ∞. (5)Òîãäà ðèòöåâñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è 1 áóäåò �óíêöèÿ

uh = arg
vh∈Hh

inf J(vh), (6)



2. Ñâîéñòâà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ 141à ãàëåðêèíñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è 2 � �óíêöèÿ
uh ∈ Hh : a(uh, vh) = l(vh) ∀vh ∈ Hh. (7)�åøåíèÿ çàäà÷ (6) è (7) ñîâïàäàþò. Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ëåêöèè3, ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ýòèõ ðåøåíèé âûòåêàåò èç ïðåäïîëî-æåíèÿ (1) î ïîëîæèòåëüíîñòè êâàäðàòè÷íîé �îðìû a(v, v).Çàìå÷àíèå 1. Áèëèíåéíàÿ �îðìà a(u, v) îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìèñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 3. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1) áèëèíåéíóþ �îðìó a(u, v)áóäåì íàçûâàòü ýíåðãåòè÷åñêèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.Îïðåäåëåíèå 4. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1) êâàäðàòíûé êîðåíü èçêâàäðàòè÷íîé �îðìû a(v, v) áóäåì íàçûâàòü ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìîé èîáîçíà÷àòü ‖ v ‖a=

√
a(v, v).Çàìå÷àíèå 2. Ïðè íåêîòîðûõ èíòåðïðåòàöèÿõ çàäà÷è 2 êâàäðàòè÷íàÿ�îðìà a(v, v) ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê óäâîåííàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ,ñ ÷åì è ñâÿçàíû íàçâàíèÿ â îïðåäåëåíèÿõ 3 è 4.2. Ñâîéñòâà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿÒåîðåìà 1. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå uh åñòü îðòîãîíàëüíàÿ â ñìûñëåýíåðãåòè÷åñêîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ a( , ) ïðîåêöèÿ òî÷íîãî ðåøå-íèÿ u íà Hh, ò.å.
a(u − uh, vh) = 0 ∀ vh ∈ Hh. (8)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ â (4) v = vh ∈ Hh è âû÷èòàÿ èç ïîëó÷åí-íîãî ñîîòíîøåíèÿ (7), ïîëó÷èì (8).Òåîðåìà 2 (îñíîâíàÿ). Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå uh åñòü íàèëó÷øåå âñìûñëå ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû ‖ · ‖a ïðèáëèæåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ u â

Hh, ò.å.
‖ u − uh ‖a= inf

vh∈Hh
‖ u − vh ‖a . (9)



142 Ëåêöèÿ 11Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (8) âåêòîðû u − uh è uh îðòîãîíàëüíû è,ñëåäîâàòåëüíî,
‖ u ‖2

a=‖ u − uh ‖2
a + ‖ uh ‖2

a .Îòñþäà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî
‖ u − uh ‖a6‖ u ‖a .Ïðèíèìàÿ òåïåðü âî âíèìàíèå, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ vh ∈ Hh íà

Hh åñòü òà æå vh, íàõîäèì, ÷òî
‖ u − uh ‖a=‖ (u − vh) − (u − vh)h ‖a 6‖ u − vh ‖a,îòêóäà è ñëåäóåò (9).Ñëåäñòâèå 1. Â ñèëó òåîðåìû 2 çàäà÷à îöåíêè ðàçíîñòè ìåæäó òî÷íûìè ïðèáëèæåííûì ðåøåíèÿìè â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå ñâåëàñü ê çàäà÷åîöåíêè àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè u ∈ H �óíêöèÿìè vh ∈ Hh.Ñâîéñòâî ñèììåòðèè áèëèíåéíîé �îðìû a(u, v) ïîëåçíî, íî íå íåîáõî-äèìî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèé òèïà (9). Â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àåáèëèíåéíàÿ �îðìà, ïîðîæäàþùàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ êâàäðà-òè÷íóþ �îðìó, ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, à ïîòîìó èíäóöèðóåòíîðìó, è äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Øâàðöà:

‖v‖2
a = a(v, v), |a(u, v)| 6 ‖u‖a ‖v‖a.Â íåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ýòè ñâîéñòâà áèëèíåéíîé �îðìû çàìåíÿþòñÿäâóìÿ óñëîâèÿìè: óñëîâèåì

0 < m‖v‖2
H 6 a(v, v), (10)íàçûâàåìûì óñëîâèåì êîýðöèòèâíîñòè èëè H-ýëëèïòè÷íîñòè, è óñëî-âèåì

|a(u, v)| 6 M ‖u‖H ‖v‖H , (11)íàçûâàåìûì óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè áèëèíåéíîé �îðìû. Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 3 (Ëåììà Ñåà). Åñëè áèëèíåéíàÿ �îðìà a(u, v) êîýðöèòèâíàè íåïðåðûâíà, à u è uh ñóòü ðåøåíèÿ çàäà÷ (4) è (7), ñîîòâåòñòâåííî,òî
‖u − uh‖H 6

M

m
‖u − vh‖H ∀ vh ∈ Hh.



3. Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à 143Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå (8) èìååò ìåñòî è â íåñèììåòðè÷íîìñëó÷àå, ïîýòîìó
a(u−uh, u−uh) = a(u−uh, u− vh)+a(u−uh, vh−uh) = a(u−uh, u− vh).Èñïîëüçóÿ òåïåðü óñëîâèÿ êîýðöèòèâíîñòè è íåïðåðûâíîñòè, ïîëó÷àåìîöåíêó

m ‖u − uh‖2
H 6 M ‖u − uh‖H ‖u − vh‖H ,èç êîòîðîé è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.3. Ìîäåëüíàÿ çàäà÷àÍàïîìíèì ïîñòàíîâêó äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è, íà ïðèìåðå êîòîðîéâ ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ ìû èçó÷àëè ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ÌÊÝ.Òðåáóåòñÿ íàéòè �óíêöèþ u(x), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìóóðàâíåíèþ è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

Lu := −(p(x)u′)′ + q(x)u = f(x), x ∈ I = (0, 1), (12)
u(0) = 0, p(1)u′(1) + κu(1) = g. (13)Âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà ýòîé çàäà÷è èìååò âèä (4), ãäå

a(u, v) =

∫ 1

0

(pu′v′ + quv)dx + κu(1)v(1),

l(v) =

∫ 1

0

fvdx + gv(1),

(14)à
H = H̃1(I) = {v(x) ∈ H1(I) | v(0) = 0}. (15)Áóäåì, êàê è ðàíüøå, ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

p(x) > c0 > 0, q(x) > 0, κ > 0 (16)è, êðîìå òîãî,
p(x) 6 c1, q(x) 6 c2. (17)



144 Ëåêöèÿ 11Ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (12),(13) áóäåò �óíêöèÿ uh(x) èç (6)èëè (7), ãäå a(u, v) è l(v) îïðåäåëÿþòñÿ (14), à Hh = S̃h ⊂ H̃1(I) �íåêîòîðîå êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåí-íîñòü óêàçàííîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (12),(13) ãàðàíòèðóåòñÿòåîðåìîé èç ëåêöèè 3 ïðè óñëîâèè, ÷òî a(v, v) èç (14) ïîëîæèòåëüíà. Ååíåîòðèöàòåëüíîñòü î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç (16). Ýòè æå óñëîâèÿîáåñïå÷èâàþò è ïîëîæèòåëüíîñòü a(v, v) íà H̃1(I), íî, ÷òîáû óâèäåòü ýòî,òðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ðàññóæäåíèÿ.4. Âñïîìîãàòåëüíûå îöåíêèÇäåñü ìû óñòàíîâèì ðÿä íåðàâåíñòâ ìåæäó íîðìàìè �óíêöèé èç H1(I)è H2(I). Ýòè íåðàâåíñòâà áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñàî ïîëîæèòåëüíîñòè êâàäðàòè÷íîé �îðìû a(v, v) è ïðè èññëåäîâàíèè àï-ïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà Sh. Äîêàçûâàåìàÿ íèæå ëåììà1, ïîìèìî ïðî÷åãî, óñòàíàâëèâàåò ñïðàâåäëèâîñòü óæå èñïîëüçîâàííîãîíàìè ðàíåå óòâåðæäåíèÿ î íåïðåðûâíîñòè �óíêöèé èç H1(I).Ëåììà 1. Âñÿêàÿ �óíêöèÿ èç H1(I) íåïðåðûâíà íà Ī, ò.å. ïðîñòðàí-ñòâî H1(I) âêëàäûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî C(Ī) (H1(I) ⊂ C(Ī)). Ïðèýòîì èìååò ìåñòî îöåíêà
‖ v ‖C(Ī):= max

x∈Ī
|v(x)| 6

√
2 ‖ v ‖1 . (18)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v(x) ∈ C1(Ī), à x è ξ � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè

Ī. Òîãäà
|v(ξ) − v(x)| =

∣∣∣∣
∫ ξ

x

v′(η)dη

∣∣∣∣. (19)Îöåíèâàÿ èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâàÊîøè - Áóíÿ-êîâñêîãî∗), à çàòåì íåñêîëüêî çàãðóáëÿÿ ïîëó÷åííóþ îöåíêó, áóäåì èìåòü
|v(ξ) − v(x)| 6

√
|ξ − x|

∣∣∣∣
∫ ξ

x

v′2(η)dη

∣∣∣∣
1/2

6
√

|ξ − x| ‖ v′ ‖0 .

∗)Íàïîìíèì, ÷òî íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ïðèìåíèòåëüíî ê äàííîìó êîíòåêñòó íàçûâà-åòñÿ íåðàâåíñòâî |
∫ b

a
f(x)g(x)dx| 6

√∫ b

a
f2(x)dx

√∫ b

a
g2(x)dx.



4. Âñïîìîãàòåëüíûå îöåíêè 145Îòñþäà ïðè ξ = x + ∆x íàõîäèì, ÷òî
|v(x + ∆x) − v(x)| 6

√
|∆x| ‖ v′ ‖06

√
|∆x| ‖ v ‖1 . (20)Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî �óíêöèè èç C1(Ī) ïðèíàäëåæàò H1(I) è îáðàçóþòòàì âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî (ò.å. çàìûêàíèå C1(Ī) ïî íîðìå H1(I) ñîâ-ïàäàåò ñ H1(I)). Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (20) ñïðàâåäëèâî è äëÿ v(x) ∈

H1(I). Äàëåå, òàê êàê âòîðîé ñîìíîæèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè (20) îãðàíè÷åí,òî ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà ∆x ñòðåìèòñÿ ê íóëþè ñòîÿùåå ñëåâà ïðèðàùåíèå �óíêöèè, ÷òî è äîêàçûâàåò íåïðåðûâíîñòü
v(x) ∈ H1(I).Óñòàíîâèì îöåíêó (18). Èç (19) ñëåäóåò, ÷òî

|v(x)| 6 |v(ξ)| +
∣∣∣∣
∫ ξ

x

v′(η)dη

∣∣∣∣ 6 |v(ξ)| +
∫ 1

0

|v′(η)|dη, (21)à ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî íåðàâåíñòâà ïî ξ áóäåì èìåòü
|v(x)| 6

∫ 1

0

|v(ξ)|dξ +

∫ 1

0

|v′(ξ)|dξ.Îöåíèâàÿ òåïåðü êàæäûé èíòåãðàë ïðàâîé ÷àñòè ïðè ïîìîùè íåðàâåí-ñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, à çàòåì ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè,∗) ïîëó-÷èì (18).Çàìå÷àíèå 3. Èç íåðàâåíñòâà (20) ñëåäóåò íå òîëüêî íåïðåðûâíîñòü�óíêöèé èç H1(I), íî è èõ ã�åëüäåðîâîñòü ñ ïîêàçàòåëåì 1/2.Â ñëåäóþùèõ äâóõ ëåììàõ äëÿ �óíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü â îä-íîé èëè äâóõ òî÷êàõ îòðåçêà Ī, óñòàíàâëèâàþòñÿ îöåíêè íîðìû ñàìîé�óíêöèè è åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ÷åðåç íîðìó ïðîèçâîäíîé ñëåäóþùåãîïîðÿäêà.Ëåììà 2. Äëÿ âñÿêîé �óíêöèè v(x) ∈ H̃1(I)

‖ v ‖06‖ v′ ‖0 . (22)
∗)Íàïîìíèì, ÷òî íåðàâåíñòâîì Êîøè íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî òèïà

|∑m

k=1 akbk| 6
√∑m

k=1 a2
k

√∑m

k=1 b2
k.



146 Ëåêöèÿ 11Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì â íåðàâåíñòâå (21) ξ = 0, çàòåì âîçâåäåìîáå ÷àñòè â êâàäðàò è ðåçóëüòàò ïðîèíòåãðèðóåì ïî x ∈ I. Ïðèíèìàÿòåïåðü âî âíèìàíèå, ÷òî äëÿ �óíêöèé èç H̃1(I) v(0) = 0, ïðèõîäèì ê(22).Çàìå÷àíèå 4. Ïîñêîëüêó H1
0(I) ⊂ H̃1(I), òî îöåíêà (22) èìååò ìåñòî èäëÿ v ∈ H1

0(I).Ëåììà 3. Äëÿ âñÿêîé �óíêöèè w(x) ∈ H2(I)
⋂

H1
0(I)

‖ w′ ‖06‖ w′′ ‖0 . (23)Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî
∫ 1

0

w′(ξ)dξ = 0.Ïîýòîìó
dw

dt
=

dw

dt
−
∫ 1

0

w′(ξ)dξ =

∫ 1

0

[
dw

dt
− dw

dξ

]
dξ =

∫ 1

0

dξ

∫ t

ξ

d2w

dη2
dη.Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî

∥∥ dw

dt

∥∥2

0
=

∫ 1

0

(
dw

dt

)2

dt =

∫ 1

0

dt

[∫ 1

0

dξ

∫ t

ξ

d2w

dη2
dη

]2

.Çàìåíÿÿ ïîäûíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ â ñàìîì âíóòðåííåì èíòåãðàëå ïðà-âîé ÷àñòè íà åå ìîäóëü è ðàñøèðÿÿ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì
‖ w′ ‖2

06

[∫ 1

0

|w′′|dt

]2

.Ïðèìåíåíèå íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ê ïðàâîé ÷àñòè ïðèâîäèò êíåðàâåíñòâó (23).Îïðåäåëåíèå 5. Âåëè÷èíà |v|m = ‖v(m)‖0 íàçûâàåòñÿ ïîëóíîðìîé ïðî-ñòðàíñòâà Hm(I).Ïîëóíîðìà ñîäåðæèò ëèøü ñòàðøåå ñëàãàåìîå èç òåõ, êîòîðûå îáðàçó-þò íîðìó. Åå îòëè÷èå îò íîðìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ìîæåò îáðàùàòüñÿâ íóëü íå òîëüêî íà íóëåâîì ýëåìåíòå. Òàê, íàïðèìåð, |v|1 = 0, åñëè
v = 
onst, à |v|m = 0, m ∈ N, ïðè v ∈ Pm−1(I).



5. Îöåíêà êâàäðàòè÷íîé �îðìû 147Ëåììà 4. Â ïðîñòðàíñòâå Hl, l = 1, 2, ãäå
H1 = H̃1(I), H2 = H2(I)

⋂
H1

0(I),íîðìà ‖ · ‖l è ïîëóíîðìà | · |l ýêâèâàëåíòíû, ïðè÷åì
|v|l 6‖ v ‖l6

√
1 + l|v|l.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, íàïðèìåð, íåðàâåíñòâà äëÿ l = 1. Âîç-âîäÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (22) â êâàäðàò è ïðèáàâëÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì ïî-ëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ïî |v|21, ïîëó÷èì ïðàâîå íåðàâåíñòâî. Ëåâîå íåðà-âåíñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû è ïîëóíîðìû.5. Îöåíêà êâàäðàòè÷íîé �îðìûÓñòàíîâëåííûå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå íåðàâåíñòâà ìåæäó ðàçëè÷íûìèíîðìàìè �óíêöèé èç H1(I) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü îöåíêè êâàäðàòè÷íîé�îðìû a(v, v) è äîêàçàòü åå ïîëîæèòåëüíîñòü.Ëåììà 5. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (16), (17) êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà

a(v, v), îòâå÷àþùàÿ áèëèíåéíîé �îðìå (14), íà �óíêöèÿõ èç H̃1(I) ýê-âèâàëåíòíà ‖ v ‖2
1, ò.å.

c3 ‖ v ‖2
16 a(v, v) 6 c4 ‖ v ‖2

1, v ∈ H̃1(I),ãäå c3 = c0/2, c4 = (c1 + c2 + 2κ).Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (16)
a(v, v) =

∫ 1

0

(pv′
2
+ qv2)dx + κv2(1) > c0

∫ 1

0

v′
2
dx = c0|v|21.Îòñþäà ñ ó÷åòîì ëåììû 4 èìååì òðåáóåìóþ îöåíêó êâàäðàòè÷íîé �îðìûñíèçó. Â ñèëó (17) è (18)

a(v, v) 6 c1

∫ 1

0

v′
2
dx + c2

∫ 1

0

v2dx + 2κ‖v‖2
1 6 (c1 + c2 + 2κ)‖v‖2

1 = c4‖v‖2
1.



148 Ëåêöèÿ 11Çàìå÷àíèå 5. Èç ëåììû 5, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ �îð-ìà a(v, v) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è, ñëåäîâàòåëüíî, áèëèíåéíóþ �îðìó(14) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýíåðãåòè÷åñêîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, à√
a(v, v) � êàê ýíåðãåòè÷åñêóþ íîðìó .Ìíîæåñòâî �óíêöèé v(x), çàäàííûõ íà I, èìåþùèõ îãðàíè÷åííóþ ýíåð-ãåòè÷åñêóþ íîðìó è îáðàùàþùèõñÿ â íóëü ïðè x = 0 íàçûâàþò ýíåðãåòè-÷åñêèì∗) ïðîñòðàíñòâîì. ßñíî, ÷òî îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì ýíåðãå-òè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñîâïàäàåò ñ ðàíåå ââåäåííûì (ñì. (15)) ïðîñòðàí-ñòâîì H̃1(I).Çàìå÷àíèå 6. Èç ëåììû 5 ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíîñòü êâàäðàòè÷íîé �îð-ìû (2.10) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.3) è íà �óíêöèÿõ èç H1

0(I).Ñëåäñòâèå òåîðåìû 2 è ëåììû 5. Äëÿ ðàçíîñòè ìåæäó ïðèáëè-æåííûì è òî÷íûì ðåøåíèÿìè çàäà÷è (12),(13) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖ u − uh ‖16

√
c4/c3 ‖ u − vh ‖1 ∀vh ∈ S̃h. (24)Èç îöåíêè (24) ñëåäóåò, ÷òî òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ uh çà-äà÷è (12), (13) â ñìûñëå ‖ · ‖1 îïðåäåëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîé-ñòâàìè ïðîñòðàíñòâà S̃h ïðè ïðèáëèæåíèè òî÷íîãî ðåøåíèÿ êàêèì áû òîíè áûëî ñïîñîáîì â ýòîé æå íîðìå.6. Óïðàæíåíèÿ1. Áóäåò ëè âåðíî íåðàâåíñòâî òèïà (23) äëÿ w ∈ H2(I)

⋂
H̃1(I)?2. Âûÿñíèòü, äëÿ êàêèõ κ < 0 âåðíî óòâåðæäåíèå ëåììû 5 (ñ äðóãèìèïîñòîÿííûìè).3. Âûÿñíèòü, äëÿ êàêèõ q(x), ïðèíèìàþùèõ è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ,âåðíî óòâåðæäåíèå ëåììû 5.4. Âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà êîý��èöèåíò r(x) áèëèíåé-íàÿ �îðìà (2.17), (1.3), çàäàííàÿ íà H1

0(I) × H1
0(I), áóäåò êîýðöèòèâíîé(10) è íåïðåðûâíîé (11).

∗)Ýíåðãåòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, ñâÿçàííûì ñî ñìåøàííîé çàäà÷åé (12), (13). Äëÿ äðóãîé çàäà÷è,íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è (12), (1.2) ýíåðãåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ðàâíî êàê è ýíåðãåòè÷åñêàÿ íîðìà,áóäåò èíûì.



Ëåêöèÿ 12
ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎ�ÈÈ ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÈ.ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ Â H1

Êàê ñëåäóåò èç îöåíêè (11.24) H1-íîðìà ðàçíîñòè ìåæäó òî÷íûì èêîíå÷íîýëåìåíòíûì ðåøåíèÿìè îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç ýòó æå íîðìó ðàçíîñòèìåæäó òî÷íûì ðåøåíèåì è ëþáîé �óíêöèåé vh èç êîíå÷íîýëåìåíòíîãîïðîñòðàíñòâà. Èññëåäóåì âîïðîñ î âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå
vh èíòåðïîëÿíòà òî÷íîãî ðåøåíèÿ.1. Ïåðâàÿ îöåíêà èíòåðïîëÿöèèÏóñòü â êà÷åñòâå êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ïðîñòðàíñòâà S̃h âûñòóïàåò ïðî-ñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ, íåïðåðûâíûõ, ëèíåéíûõ íà êàæäîì ýëåìåí-òå �óíêöèé, êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè x = 0, ò.å. ïóñòü S̃h ≡ S̃h

1(ñì. (3.13), (3.8)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç v(xi) çíà÷åíèÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèè
v(x) â óçëàõ xi = ih, i = 0, . . . , N êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ e(i), i = 1, . . . , N èââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ

ihv(x) ∈ Sh
1 , ihv(xi) = v(xi), (1)êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü èíòåðïîëÿíòîì v(x). Îöåíèì ðàçíîñòü ìåæäó

v(x) è åå èíòåðïîëÿíòîì. Èìååò ìåñòî149



150 Ëåêöèÿ 12Òåîðåìà 1. Åñëè v(x) ∈ C2(Ī), à ihv ∈ Sh
1 � åå èíòåðïîëÿíò, òî

|v(x) − ihv(x)| 6
h2

8
max
x∈Ī

|v′′(x)|, (2)
∣∣∣∣

d

dx
(v(x)− ihv(x))

∣∣∣∣ 6 hmax
x∈Ī

|v′′(x)|. (3)Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õîðîøî èç-âåñòíóþ èç êóðñà ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îöåíêó òî÷íîñòè ëàãðàíæåâîé èí-òåðïîëÿöèè íà e(i) ëèíåéíûìè �óíêöèÿìè. Îöåíêà (3) èçâåñòíà ìåíüøå.Çäåñü ìû äîêàæåì îáå îöåíêè.Îöåíêè áóäåì ïðîâîäèòü íà êàæäîì ýëåìåíòå e(i) îòäåëüíî. Ïóñòü
v(x) − ihv(x) = R(i)(x), x ∈ e(i). (4)Òàê êàê

v(xi−1) = ihv(xi−1), v(xi) = ihv(xi), (5)òî ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè R(i)(x) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
R(i)(x) = (x − xi−1)(x − xi)r

(i)(x), x ∈ e(i), (6)ãäå r(i)(x) � íåïðåðûâíàÿ íà e(i) �óíêöèÿ. Ïðèíèìàÿ ýòî âî âíèìàíèå,ïåðåïèøåì (4) â âèäå
v(x) − ihv(x) = (x − xi−1)(x − xi)r

(i)(x), x ∈ e(i). (7)Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ ◦
e
(i) (êðóæî÷åê ñâåðõó îçíà÷àåò,÷òî áåðåòñÿ òîëüêî âíóòðåííÿÿ ÷àñòü e(i) = e(i)) è ââåäåì â ðàññìîòðåíèåñëåäóþùóþ �óíêöèþ ïåðåìåííîé t:

ϕ(t) = v(t) − ihv(t) − (t − xi−1)(t − xi)r
(i)(x), t ∈ e(i). (8)Â ñèëó (7) ýòà �óíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà e(i) ïî êðàéíåé ìåðå â òðåõòî÷êàõ: t = xi−1, t = xi, t = x. Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè òåîðåìû �îëëÿ ååïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ϕ′ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ◦

e
(i) ïî êðàéíåé ìåðå â äâóõòî÷êàõ è ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ(i) ∈ ◦

e
(i), â êîòîðîé îáðàùàåòñÿ â íóëü âòîðàÿ



1. Ïåðâàÿ îöåíêà èíòåðïîëÿöèè 151ïðîèçâîäíàÿ ϕ′′. Îòñþäà è èç (8) 
 ó÷åòîì òîæäåñòâà d2(ihv(t)) / dt2 = 0íàõîäèì, ÷òî
ϕ′′(ξ(i)) = v′′(ξ(i)) − 2r(i)(x) = 0,ò.å.

r(i)(x) =
1

2
v′′(ξ(i)).Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå r(i)(x) â (6), áóäåì èìåòü

R(i)(x) =
1

2
(x − xi)(x − xi−1)v

′′(ξ(i)).Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî
max
x∈e(i)

|R(i)(x)| 6
h2

8
max
x∈e(i)

|v′′(x)|.Ýòà îöåíêà ñ ó÷åòîì (4) è ïðèâîäèò ê (2).Äîêàæåì òåïåðü (3). Ïóñòü
d

dx
(v(x) − ihv(x)) = R̃(i)(x), x ∈ e(i). (9)Â ñèëó (5) ñóùåñòâóåò òî÷êà η̃(i) ∈ ◦

e
(i) òàêàÿ, ÷òî R̃(i)(η̃(i)) = 0. Ïîýòîìó

|R̃(i)(x)| =

∣∣∣∣
∫ x

η̃(i)

d

dξ
R̃(i)(ξ)dξ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ x

η̃(i)

v′′(ξ)dξ

∣∣∣∣ 6 h max
x∈e(i)

|v′′(x)|,îòêóäà ñ ó÷åòîì (9) è ñëåäóåò (3).Çàìå÷àíèå 1. Óñòàíîâëåííûõ â òåîðåìå 1 îöåíîê èíòåðïîëÿöèè âïîëíåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíêè (11.24) äîêàçàòü ñõî-äèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ÌÊÝ â íîðìå H1 ñî ñêîðîñòüþ O(h). Ïðè ýòîìîòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ u(x) íóæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îíî ïðèíàäëåæèò
C2. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçìåðíî îáðåìåíèòåëüíûì, íî íåÿâëÿåòñÿ è íåîáõîäèìûì äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè óêàçàííîé ñêîðîñòè ñõîäè-ìîñòè. Ïîýòîìó ìû óñòàíîâèì åùå îäíó îöåíêó ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿ-öèè �óíêöèÿìè èç Sh

1 (ïðÿìî â H1 è L2), êîòîðàÿ áóäåò èìåòü ìåñòî äëÿèíòåðïîëèðóåìûõ �óíêöèé èç H2(I). Ýòà îöåíêà îêàæåò íàì íåîöåíèìóþóñëóãó è ïðè óòî÷íåíèè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà â L2.



152 Ëåêöèÿ 122. Îöåíêà ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè â L2 è H1Ïóñòü v(x) ∈ H2(I). Ïîñêîëüêó H2(I) ⊂ H1(I), à â ñèëó ëåììû 11.1�óíêöèè èç H1(I) íåïðåðûâíû, òî íåïðåðûâíûìè ÿâëÿþòñÿ è �óíêöèèèç H2(I) è ìîæíî ãîâîðèòü îá èõ çíà÷åíèÿõ â òî÷êå.Òåîðåìà 2. Åñëè v(x) ∈ H2(I), à ihv ∈ Sh
1 � åå èíòåðïîëÿíò, òî

‖ v − ihv ‖06 h2|v|2, (10)
‖ v − ihv ‖16

√
2h|v|2. (11)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû â H1(I)

‖ v − ihv ‖2
1=‖ (v − ihv)′ ‖2

0 + ‖ v − ihv ‖2
0 .Çàïèøåì êàæäîå èç ýòèõ ñëàãàåìûõ â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ ïîýëåìåíò-íûõ íîðì

‖ (v − ihv)′ ‖2
0=

N∑

i=1

‖ (v − ihv)′ ‖2
L2(e(i)),

‖ v − ihv ‖2
0=

N∑

i=1

‖ v − ihv ‖2
L2(e(i)) .Ñäåëàåì íà ýëåìåíòå e(i) = [xi−1, xi] ëîêàëüíóþ çàìåíó ïåðåìåííîé

(x − xi−1)/h = t (12)è áóäåì ïèñàòü
v(x) = v(xi−1 + ht) = v̂(i)(t), ihv(x) = ihv(xi−1 + ht) = ı̂v̂(i)(t).Òîãäà

h−1 ‖ v − ihv ‖2
L2(e(i))=

∫ 1

0

(v̂(i) − ı̂v̂(i))2dt,

h ‖ (v − ihv)′ ‖2
L2(e(i))=

∫ 1

0

[
d

dt
(v̂(i) − ı̂v̂(i))

]2

dt,

(13)
h3 ‖ (v − ihv)′′ ‖2

L2(e(i))= h3 ‖ v′′ ‖2
L2(e(i))=

∫ 1

0

(
d2v̂(i)

dt2

)2

dt. (14)



3. Ñõîäèìîñòü â H1 153Ïîñêîëüêó
v̂(i)(0) − ı̂v̂(i)(0) = v̂(i)(1) − ı̂v̂(i)(1) = 0,òî äëÿ ðàçíîñòè v̂(i)(t) − ı̂v̂(i)(t) ñïðàâåäëèâû ëåììû 11.2 è 11.3, â ñèëóêîòîðûõ

∫ 1

0

[v̂(i) − ı̂v̂(i)]2dt 6

∫ 1

0

[
d

dt
(v̂(i) − ı̂v̂(i))

]2

dt 6

∫ 1

0

[
d2

dt2
(v̂(i) − ı̂v̂(i))

]2

dt.(15)Èñïîëüçóÿ ýòè íåðàâåíñòâà äëÿ îöåíêè ïðàâûõ ÷àñòåé (13) ÷åðåç ïðàâóþ÷àñòü (14) è âîçâðàùàÿñü ïðè ïîìîùè ëåâûõ ÷àñòåé (13), (14) íàçàä êñòàðûì ïåðåìåííûì, áóäåì èìåòü
‖ v − ihv ‖2

L2(e(i)) 6 h4 ‖ v′′ ‖2
L2(e(i)),

‖ (v − ihv)′ ‖2
L2(e(i)) 6 h2 ‖ v′′ ‖2

L2(e(i)) .Ñóììèðóÿ òåïåðü ïîëó÷åííûå îöåíêè ïî i îò 1 äî N , ïîëó÷èì
‖ v − ihv ‖2

06 h4|v|22, ‖ (v − ihv)′ ‖2
06 h2|v|22.Ïåðâîå èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñîâïàäàåò ñ (10). Ñêëàäûâàÿ îáà íåðàâåíñòâàè çàìå÷àÿ, ÷òî (h2 + 1) 6 2, ïðèõîäèì ê (11).3. Ñõîäèìîñòü â H1Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 3 (ñõîäèìîñòè). Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (11.16), (11.17) è ðå-øåíèå u(x) çàäà÷è (11.12), (11.13) ïðèíàäëåæèò H2(I), òî ðåøåíèå çà-äà÷è (11.7), (11.14) ñ Hh = S̃h

1 èç (3.13) (ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå) ñõî-äèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (11.12), (11.13) â ñìûñëå íîðìû ïðîñòðàíñòâà
H1(I) ñî ñêîðîñòüþ O(h), ò.å.

‖ u − uh ‖16 ch|u|2,ãäå c = 
onst > 0 íå çàâèñèò íè îò h, íè îò u.Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç îöåíêè (11.24),â êîòîðîé ïîëîæåíî vh = ihu, è òåîðåìû 2.



154 Ëåêöèÿ 12Èòàê, ìû äîêàçàëè ñõîäèìîñòü èçó÷àåìîãî ÌÊÝ íà Sh
1 è óñòàíîâèëèîöåíêó åãî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ñìûñëå íîðìû ïðîñòðàíñòâà H1(I), êî-òîðàÿ îêàçàëàñü O(h) ïðè u ∈ H2(I). Ýòî ïðåäïîëîæåíèå î ãëàäêîñòèèñêîìîãî ðåøåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì îáðåìåíèòåëüíûì; åñëè áû ìûïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 âîñïîëüçîâàëèñü íå òåîðåìîé 2, à òåîðåìîé1, òî íàì ïðèøëîñü áû ïðåäïîëàãàòü, ÷òî u ∈ C2(Ī). Íî, êàê èçâåñòíî,àïïåòèò ïðèõîäèò âî âðåìÿ åäû. Ââîäÿ â ëåêöèè 2 ïîíÿòèå îáîáùåííîãîðåøåíèÿ, ìû áûëè ïðåèñïîëíåíû ãîðäîñòè îò òîãî, ÷òî îïðåäåëèëè ðåøå-íèå è â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîý��èöèåíò p(x) óðàâíåíèÿ (11.12) èìååò ðàç-ðûâû ïåðâîãî ðîäà. Íî åñëè p(x)∈C(Ī), òî îáîáùåííîå ðåøåíèå u∈H2(I)è, êàçàëîñü áû, ïîëó÷åííûå íàìè ðåçóëüòàòû î ñõîäèìîñòè ìåòîäà çäåñüíå ïðèìåíèìû. Íà ñàìîì äåëå, êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2,ïðåäïîëîæåíèå î ïðèíàäëåæíîñòè u ê H2 äîëæíî èìåòü ìåñòî òîëüêî íàýëåìåíòàõ e(i), ò.å. äîñòàòî÷íî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

u|e(i) ∈ H2(e(i)), i = 1, . . . , N.Íî òîãäà, îñóùåñòâëÿÿ ðàçáèåíèå I íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû e(i), íóæíîïîçàáîòèòüñÿ î òîì, ÷òîáû òî÷êè ðàçðûâà êîý��èöèåíòà p(x) (à ëó÷øåè òî÷êè ðàçðûâà äðóãèõ êîý��èöèåíòîâ) ïîïàëè íà ãðàíèöû ýëåìåíòîâ.Ïðè ýòîì ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî íå âñå ýëåìåíòû e(i) áóäóò èìåòü îäèíà-êîâóþ äëèíó, ò.å. ñåòêà óçëîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåðàâíîìåðíîé. Íî ïðèäîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 ïî ñóùåñòâó íèãäå è íå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òîâñå ýëåìåíòû îäèíàêîâûå. Â íîâîé ðåäàêöèè òåîðåìû 2 íóæíî ëèøü ïîä
h â (10) è (11) ïîíèìàòü max

i
h(i), ãäå

h(i) = mes e(i) = xi − xi−1.Èòàê, íàëè÷èå ðàçðûâîâ ó êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (11.12) íå ÿâ-ëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ñõîäèìîñòè ÌÊÝ ñî ñêîðîñòüþ O(h), åñëèðàçáèåíèå íà ýëåìåíòû ïðîèçâåäåíî íàäëåæàùèì îáðàçîì.Íó, à ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î ñõîäèìîñòè èññëåäóåìîãî ÌÊÝ â ñìûñëåíîðìû L2(I)? �àçóìååòñÿ, ñõîäèìîñòü ñî ñêîðîñòüþ O(h) èìååò ìåñòî �ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 3. Íî â òåîðåìå 2 ãîâîðèòñÿ î òîì, ÷òî �óíêöèÿèç H2(I) ïðèáëèæàåòñÿ ñâîèì èíòåðïîëÿíòîì èç Sh
1 â L2(I) ñ òî÷íîñòüþ

O(h2). Íå áóäåò ëè òàêîé æå è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÌÊÝ? Îòâåò ïîëîæè-



4. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè èç Sh
k 155òåëüíûé, íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîé îöåíêè ìû íå ðàñïîëàãàåì ñîîòíîøåíèåìòèïà (11.24), è òðåáóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ðàññìîòðåíèÿ (ñì. òåîðåìó 14.3).Åùå îäèí âîïðîñ: íå áóäåò ëè ñõîäèìîñòü â H1(I) èìåòü áîëåå âûñîêóþñêîðîñòü, åñëè u ∈ H3(I)? Îêàçûâàåòñÿ, íåò. Äëÿ ïîâûøåíèÿ ñêîðîñòèñõîäèìîñòè ÌÊÝ íóæíî èñïîëüçîâàòü êîíå÷íîýëåìåíòíûå ïðîñòðàíñòâà,îáðàçîâàííûå ïîëèíîìàìè áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè.4. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè èç Sh

k�àññìîòðèì âîïðîñ î ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè áîëåå ïîäðîáíî.Ïî àíàëîãèè ñ (3.8) è (6.1) ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðî-ñòðàíñòâî
Sh

k :=
{
vh ∈ C(Ī)| vh|e(i) ∈ Pk

(
e(i)
)

, i = 1, . . . , N
}

. (16)Âûäåëèì â íåì ïîäïðîñòðàíñòâî
S̃h

k = {vh ∈ Sh
k | vh(0) = 0} (17)è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (11.12), (11.13) ÿâ-ëÿåòñÿ �óíêöèÿ uh ∈ S̃h

k . Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ýòîãî ïðèáëèæåííîãî ðå-øåíèÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 2.Ïóñòü h(i) = mes e(i) = xi − xi−1 ,
h = max

i
h(i);ìû â îòêðûòóþ îòêàçûâàåìñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ î ðàâíîìåðíîñòè ðàçáè-åíèÿ îòðåçêà I = [0, 1].Îáîçíà÷èì ÷åðåç

x
(i)
j = xj−1 +

h(i)

k
j, j = 0, 1, . . . , k,óçëû ýëåìåíòà e(i). Î÷åâèäíî, ÷òî x
(i)
0 = xi−1, à x

(i)
k = xi. Ïóñòü �óíêöèÿ

ih,kv(x) ∈ Sh
k òàêàÿ, ÷òî ih,kv(x

(i)
j ) = v(x

(i)
j ). Áóäåì åå íàçûâàòü èíòåðïî-ëÿíòîì v(x).



156 Ëåêöèÿ 12Òåîðåìà 4. Åñëè v ∈ Hk+1(I), à ih,kv ∈ Sh
k � åå èíòåðïîëÿíò, òî

‖ v − ih,kv ‖l6 chk+1−l|v|k+1, l = 0, 1, (18)ãäå c = 
onst > 0 íå çàâèñèò íè îò v, íè îò h.Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñëåäîâàòü ëîãèêå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû2 è ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî íà ïÿòü ýòàïîâ.
1◦. Ïðåäñòàâèì êâàäðàò îöåíèâàåìîé íîðìû â âèäå ñóììû êâàäðàòîâïîýëåìåíòíûõ íîðì

‖ v − ih,kv ‖2
l =

N∑

i=1

‖ v − ih,kv ‖2
H l(e(i)), l = 1, 2,è áóäåì ïðîâîäèòü îöåíêè íà êàæäîì ýëåìåíòå â îòäåëüíîñòè.

2◦. Ïåðåéäåì â èíòåãðàëàõ ïî ýëåìåíòàì ê ëîêàëüíûì ïåðåìåííûì (12)(ñ h(i) âìåñòî h). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (13), áóäåì èìåòü
(
h(i)
)2l−1

|v − ih,kv|2
H l

(
◦

e
(i)) = |v̂(i) − ı̂kv̂

(i)|2H l(0,1), l = 0, . . . , k. (19)
3◦. Îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü (19) ÷åðåç L2 íîðìó ïîäõîäÿùåé ïðîèçâîäíîé(÷åðåç ïîäõîäÿùóþ ïîëóíîðìó) (ñð. ñ (15)). Ýòî öåíòðàëüíûé è íàèáîëååîòâåòñòâåííûé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà. Ïðîâîäèòü åãî òåì æå ñïîñîáîì, êî-òîðûé áûë èñïîëüçîâàí ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2, ïðè ïðîèçâîëüíîì

k ñëèøêîì òðóäíî. Âìåñòî ýòîãî ìû ñíà÷àëà îöåíèì H0(0, 1) è H1(0, 1)-íîðìû ÷åðåç íîðìó â ïðîñòðàíñòâå Hk+1(0, 1). Î÷åâèäíî (ñì. (1.15)), ÷òîïðè k + 1 > l

|v̂ − ı̂kv̂
(i)|H l(0,1) 6‖ v̂ − ı̂kv̂

(i) ‖Hk+1(0,1) (20)è ñàìà ýòà îöåíêà íà ïåðâûé âçãëÿä îñîáîé öåííîñòè íå ïðåäñòàâëÿåò.Îäíàêî, ýòà îöåíêà îêàçûâàåòñÿ òåì, ÷åì íàäî, åñëè äëÿ �óíêöèé âèäà
(v̂(t)−ı̂kv̂(t)) íîðìà è ïîëóíîðìà âHk+1(0, 1) ýêâèâàëåíòíû. Äàííîå ïðåä-ïîëîæåíèå íå áóäåò âûãëÿäåòü áåñïî÷âåííûì, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèåëåììó 11.4 è òîò �àêò, ÷òî �óíêöèÿ (v̂(t)− ı̂kv̂(t)) â (k +1) òî÷êå îòðåçêà
[0, 1] îáðàùàåòñÿ â íóëü.



4. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè èç Sh
k 157Èòàê, ïóñòü èìååò ìåñòîÏðåäëîæåíèå. Äëÿ âñÿêîé �óíêöèè v̂(t) ∈ Hk+1(0, 1)

‖ v̂(t) − ı̂kv̂(t) ‖Hk+1(0,1)6 c|v̂(t) − ı̂kv̂(t)|Hk+1(0,1), (21)ãäå c = 
onst > 0 íå çàâèñèò îò v̂(t).Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ áóäåò äàíî â ñëåäóþùåé ëåêöèè, àïîêà ïîäñòàâèì (21) â (20) è ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî dk+1[̂ikv̂(t)]/dtk+1 ≡
0. Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü

|v̂(i) − ı̂kv̂
(i)|H l(0,1) 6 c|v̂(i)|Hk+1(0,1), k + 1 > l. (22)

4◦. Ïåðåéäåì â (22) ê ñòàðîé ïåðåìåííîé x. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå,÷òî
|v̂(i)|2Hk+1(0,1) =

∫ 1

0

(
dk+1v̂(i)

dtk+1

)2

dt =
(
h(i)
)2k+1

∫

e(i)

(
v(k+1)

)2

dxè ó÷èòûâàÿ (19), ïîëó÷èì
|v − ih,kv|H l(e(i)) 6 c

(
h(i)
)k+1−l

|v|Hk+1(e(i)), l = 0, . . . , k. (23)
5◦. Âîçâåäåì â êâàäðàò îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà, à çàòåìïðîñóììèðóåì ïî i îò 1 äî N . Òðåáóåìàÿ îöåíêà (18) âûòåêàåò èç ïîëó-÷åííîãî íåðàâåíñòâà, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî h(i) 6 h. Ñïðàâåäëè-âîñòü òåîðåìû â ïðåäïîëîæåíèÿõ (21) äîêàçàíà.Òåîðåìà 5. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (11.16), (11.17) è ðåøåíèå u(x)çàäà÷è (11.12), (11.13) ïðèíàäëåæèò Hk+1(I), k ∈ N, òî ðåøåíèå çàäà÷è

(11.7), (11.14) ñ Hh = S̃h
k èç (17) (ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå) ñõîäèòñÿ êðåøåíèþ çàäà÷è (11.12), (11.13) â ñìûñëå íîðìû ïðîñòðàíñòâà H1(I) ñîñêîðîñòüþ O(hk), ò.å.
‖ u − uh ‖16 chk|u|k+1,ãäå c = 
onst > 0 íå çàâèñèò íè îò h, íè îò u.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò èç îöåíêè (11.24) è òåîðåìû 4.



158 Ëåêöèÿ 125. Óïðàæíåíèÿ1. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñòîÿííàÿ â ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè (2) íåóëó÷øàåìà.2. Ïóñòü v ∈ C2(Ī) è v(0) = v(1) = 0, à G(x, ξ) � �óíêöèÿ �ðèíàîïåðàòîðà d2/dx2 ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà. Òîãäà
v(x) = −

∫ 1

0

G(x, ξ)v′′(ξ)dξ.Èñïîëüçóÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå, äîêàçàòü, ÷òî
∣∣ d

dx
(v(x) − ihv(x))

∣∣ 6 h

2
max
x∈I

|v′′(x)|.Ïðèâåñòè ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïîñòîÿííàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîéîöåíêè íåóëó÷øàåìà.3. Ïóñòü v ∈ H1
0(I)

⋂
H2(I) è ∑∞

1 vk

√
2 sin kπx � åå ðÿä Ôóðüå. Äëÿ

l = 0, 1, 2 ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî ‖ v(l) ‖2
0=
∑∞

k=1(kπ)(2l)v2
k è äîêàçàòü, ÷òî

‖ v − ihv ‖06
h2

π2
|v|2, |v − ihv|1 6

h

π
|v|2.Ïðèìåðàìè ïîäòâåðäèòü íåóëó÷øàåìîñòü ïîñòîÿííûõ â ýòèõ îöåíêàõ.



Ëåêöèÿ 13
ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÀß ÍÎ�ÌÈ�ÎÂÊÀ HsÎñíîâíàÿ öåëü ýòîé ëåêöèè � îáîñíîâàíèå ïðåäëîæåíèÿ, âûñêàçàííî-ãî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 12.4 è î�îðìëåííîãî â âèäå íåðàâåíñòâà

(12.21). Óñòàíîâèì ïðåæäå íåñêîëüêî ïðîñòûõ óòâåðæäåíèé î ïðåäñòàâ-ëåíèè �óíêöèè èëè åå ïðîèçâîäíûõ ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ áîëåå âûñîêî-ãî ïîðÿäêà (ñì. (11.19), (11.24)). Èìåííî òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîçâîëèëèíàì äîêàçàòü ëåììó 11.4 îá ýêâèâàëåíòíîé íîðìèðîâêå H1(I) è H2(I) íàñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññàõ �óíêöèé.1. Âñïîìîãàòåëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿËåììà 1. Åñëè v(0) = 0, òî
v(t) =

∫ t

0

v′(ξ) dξ. (1)Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî. Èìåííî ýòî ïðåäñòàâëåíèå áûëî èñïîëü-çîâàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 11.2.Ëåììà 2. Åñëè v(0) = v(1) = 0, òî
v′(t) =

∫ 1

0

g2(t, ξ) v′′(ξ) dξ, (2)ãäå
g2(t, ξ) =

{
ξ, 0 < ξ < t,

ξ − 1, t < ξ < 1.159



160 Ëåêöèÿ 13Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (1) ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì íàõîäèì,÷òî
v(t) =

∫ t

0

v′(ξ) dξ = ξv′(ξ)

∣∣∣∣
ξ=t

ξ=0

−
∫ t

0

ξv′′(ξ) dξ =

= tv′(t) −
∫ t

0

ξv′′(ξ) dξ.Ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî v(0) = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû
v(t) = −

∫ 1

t

v′(ξ) dξ = −(ξ − 1)v′(ξ)

∣∣∣∣
ξ=1

ξ=t

+

∫ 1

t

(ξ − 1)v′′(ξ) dξ =

= (t − 1)v′(t) +

∫ 1

t

(ξ − 1)v′′(ξ) dξ.Âû÷èòàÿ òåïåðü èç âòîðîãî òîæäåñòâà ïåðâîå, ïîëó÷èì
v′(t) =

∫ t

0

ξv′′(ξ) dξ +

∫ 1

t

(ξ − 1)v′′(ξ) dξ,÷òî ñîâïàäàåò ñ (2).Çàìå÷àíèå 1. Ïðåäñòàâëåíèå (2) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî è èç äðóãèõñîîáðàæåíèé. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó
−u′′(t) = f(t), 0 < t < 1, u(0) = u(1) = 0. (3)Ïîñòðîèì åå �óíêöèþ �ðèíà, ò.å. �óíêöèþ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-âèÿì

− d2

dt2
G(t, ξ) = δ(t − ξ), 0 < t < 1,

G(0, ξ) = G(1, ξ) = 0,
(4)ãäå δ(t − ξ) � äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷êå t = ξ ∈

(0, 1), ò.å. ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà �óíê-öèÿõ v(x) ∈ C(I) �îðìóëîé ( ñðàâíè ñ (1.12))
(
δ(t − ξ), v(t)

)
=
(
δ(η), v(η + ξ)

)
= v(ξ).Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

G(t, ξ) =

{
t(1 − ξ), 0 6 t 6 ξ,

ξ(1 − t), ξ 6 t 6 1.
(5)



1. Âñïîìîãàòåëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ 161Íî òîãäà
u(t) =

∫ 1

0

G(t, ξ) f(ξ) dξ, u′(t) =

∫ 1

0

∂G(t, ξ)

∂t
f(ξ) dξ,ãäå

∂G

∂t
=

{
1 − ξ, 0 6 t < ξ,

−ξ, ξ < t 6 1.Ïðèíèìàÿ òåïåðü âî âíèìàíèå, ÷òî f(ξ) ≡ −u′′(ξ), ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâ-ëåíèþ (2).Ëåììà 3. Åñëè v(0) = v(1/2) = v(1) = 0, òî
v′′ =

∫ 1

0

g3(t, ξ) v′′′(ξ) dξ, (6)ãäå
g3(t, ξ) = 2





ξ2, ξ < min(t, 1/2),

ξ2 − 2(ξ − 1/2)2, 1/2 < ξ < t,

−(ξ − 1)2 + 2(ξ − 1/2)2, t < ξ < 1/2,

−(ξ − 1)2, ξ > max(t, 1/2).

(7)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü tj åñòü îäíî èç ÷èñåë 0, 1/2 èëè 1. Òîãäà
v(t) =

∫ t

tj

v′(ξ) dξ = (ξ − tj)v
′(ξ)|ttj −

∫ t

tj

(ξ − tj)v
′′ dξ =

= (t − tj)v
′(t) − 1

2
(ξ − tj)

2v′′(ξ)|ttj −
∫ t

tj

(ξ − tj)
2

2
v′′′(ξ) dξ.Ïîëàãàÿ çäåñü ïîñëåäîâàòåëüíî tj ðàâíûì 0, 1/2 è 1, ïîëó÷èì ñèñòåìóëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî v(t), v′(t) è v′′(t) â èõïðåäñòàâëåíèè ÷åðåç v′′′

v(t) − tv′(t) +
1

2
t2v′′(t) =

∫ t

0

ξ2

2
v′′′(ξ) dξ,

v(t) − (t − 1/2)v′(t) +
1

2
(t − 1/2)2v′′(t) =

∫ t

1/2

(ξ − 1/2)2

2
v′′′(ξ) dξ,

v(t) − (t − 1)v′(t) +
1

2
(t − 1)2v′′(t) =

∫ t

1

(ξ − 1)2

2
v′′′(ξ) dξ.



162 Ëåêöèÿ 13Íàéäåì îòñþäà v′′(t), èñïîëüçóÿ �îðìóëû Êðàìåðà. Îïðåäåëèòåëü ýòîéñèñòåìû åñòü îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà è ðàâåí
∆ =

∣∣∣∣∣∣

1 −t t2/2
1 −(t − 1/2) (t − 1/2)2/2

1 −(t − 1) (t − 1)2/2

∣∣∣∣∣∣
=

= −1

2
(t − 1 − t + 1/2)(t− 1 − t)(t − 1/2 − t) = 1/8.Çàìåíÿÿ òðåòèé ñòîëáåö îïðåäåëèòåëÿ ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ (îáî-çíà÷èì èõ âðåìåííî ÷åðåç f1, f2 è f3), áóäåì èìåòü

∆3 =

∣∣∣∣∣∣

1 −t f1

1 −(t − 1/2) f2

1 −(t − 1) f3

∣∣∣∣∣∣
=

1

2
f1 − f2 +

1

2
f2.Òåì ñàìûì,

v′′(t) =
∆3

∆
= 4f1 − 8f2 + 4f3 = 2

{∫ t

0

ξ2v′′′(ξ) dξ−

−2

∫ t

1/2

(ξ − 1/2)2v′′′(ξ) dξ +

∫ t

1

(ξ − 1)2v′′′(ξ) dξ

}
.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè t 6 1/2, òî

v′′(t) = 2

{∫ t

0

ξ2v′′′(ξ) dξ +

∫ 1/2

t

[
2(ξ − 1/2)2 − (ξ − 1)2

]
v′′′(ξ) dξ−

−
∫ 1

1/2

(ξ − 1)2v′′′(ξ) dξ

}
,à åñëè t > 1/2, òî

v′′(t) =2

{∫ 1/2

0

ξ2v′′′(ξ) dξ +

∫ t

1/2

[
ξ2 − 2(ξ − 1/2)2

]
v′′′(ξ) dξ−

−
∫ 1

t

(ξ − 1)2v′′′(ξ) dξ

}
.



1. Âñïîìîãàòåëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ 163Îáà ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îäíîé �îðìóëû (6), åñëè ÿäðî
g3(t, ξ) ïðè 0 6 t, ξ 6 1 çàäàòü ñîãëàñíî ðèñ. 1,

ξ2

ξ2

−(ξ − 1)2

−(ξ − 1)2

−2(ξ − 1/2)2

+ξ2

−(ξ − 1)2

+2(ξ − 1/2)2�èñ. 1÷òî ñîâïàäàåò ñ (7).Ëåììà 4. Ïóñòü 0 6 t0 < t1 < t2 < ... < tl 6 1. Òîãäà, åñëè v(tj) = 0,
j = 0, 1, ..., l, òî

v(l)(t) =

∫ 1

0

gl+1v
(l+1)(ξ) dξ,ãäå gl+1(t, ξ) îãðàíè÷åíà ïðè 0 6 ξ, t 6 1.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ìîæíî óñìîòðåòü â äîêàçàòåëüñòâåëåììû 3.Ëåììà 5. Åñëè

v(0) = v′(0) = v(1) = v′(1) = 0, (8)òî
v(j) =

∫ 1

0

g4,j(t, ξ)v
′′′′(ξ) dξ, j = 0, ..., 3, (9)ãäå

g4,j(t, ξ) =
∂j

∂tj
G4(t, ξ),
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G4(t, ξ) =

1

6

{
t2(ξ − 1)2(−2ξt − t + 3ξ), t 6 ξ,

ξ2(t − 1)2(−2ξt − ξ + 3t), t > ξ.
(10)Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè �óíê-öèè �ðèíà:

d4

dt4
G4(t, ξ) = δ(t − ξ), 0 < t < 1, (11)

G4(0, ξ) =
d

dt
G4(0, ξ) = G4(1, ξ) =

d

dt
G4(1, ξ) = 0. (12)Òîãäà äëÿ ëþáîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé �óíêöèè v(t), óäîâëåòâîðÿþùåéãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (8), ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

v(t) =

∫ 1

0

G4(t, ξ)v
′′′′(ξ) dξ. (13)Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèÿ (10) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (12) èÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (11) ïðè t 6= ξ (êàê ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòå-ïåíè ïî t). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �óíêöèÿ (10) íåïðåðûâíà ïðè t = ξ èèìååò â ýòîé òî÷êå íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïî t äî âòîðîãî ïîðÿäêà. Ååòðåòüÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðè t = ξ ðàçðûâíà è èìååò ñêà÷åê, ðàâíûé åäèíè-öå. Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ (10) ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé �óíêöèåé�ðèíà è ïðåäñòàâëåíèÿ (9) ñëåäóþò èç (13).Õî÷åòñÿ íàäåÿòüñÿ, ÷òî ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ñ�îðìèðîâàëè ó ÷èòà-òåëÿ íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå î òîì, êàêèå óòâåðæäåíèÿ òèïà ëåìì 1 � 4âîçìîæíû, à êàêèå íåò.2. Ýêâèâàëåíòíàÿ íîðìèðîâêà HsÄîêàæåì òåïåðü ïðåäëîæåíèå, ñ�îðìóëèðîâàííîå â ïðåäûäóùåé ëåê-öèè.Ëåììà 6. Ïóñòü 0 6 t0 < t1 < t2 < ... < ts−1 6 1, à is−1v(t) �èíòåðïîëÿíò v(t) ñ óçëàìè tj, j = 0, 1, ..., s− 1. Òîãäà

‖v(t) − is−1v(t)‖s ∼ |v|s.



2. Ýêâèâàëåíòíàÿ íîðìèðîâêà Hs 165Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó is−1v(t) åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âû-øå s − 1, òî
|v|s = |v − is−1v|s 6 ‖v − is−1v‖s. (14)Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
‖v − is−1v‖2

s =
s∑

l=0

|v − is−1v|2l , (15)à â ñèëó ëåììû 4
dl

dtl
(v − is−1v) =

∫ 1

0

gl+1(t, ξ)
dl+1

dξl+1

[
v(ξ) − is−1v(ξ)

]
dξè, ñëåäîâàòåëüíî,

|v − is−1v|l 6 cl+1|v − is−1v|l+1 6 cl+1...cs|v − is−1v|s =

= cl+1...cs|v|s.Ïîäñòàâëÿÿ ýòè îöåíêè â (15), áóäåì èìåòü
‖v − is−1v‖2

s 6 c|v|2s, (16)ãäå c íå çàâèñèò îò v. Îöåíêè (14) è (16) äîêàçûâàþò ëåììó.Ñ òî÷êè çðåíèÿ èçëîæåííîãî â ëåêöèè 12 íà ýòîì ìîæíî áûëî áû çà-êîí÷èòü ðàçãîâîð îá ýêâèâàëåíòíîé íîðìèðîâêå Hs(0, 1) íà èçó÷åííîìïîäìíîæåñòâå �óíêöèé. Îäíàêî, äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû, ìû óñòàíîâèìýêâèâàëåíòíóþ íîðìèðîâêó âñåãî Hs(0, 1).Ëåììà 7. Ïóñòü 0 6 t0 < t1 < t2 < ... < ts−1 6 1. Òîãäà äëÿ ëþáîé
v(t) ∈ Hs(0, 1)

‖v‖s ∼ ‖v‖∗s :=

√√√√|v|2s +

s−1∑

l=0

v2(tl). (17)Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê èçâåñòíî, èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí is−1v(t)â �îðìå Ëàãðàíæà èìååò âèä
is−1v(t) =

s−1∑

l=0

v(tl)pl,s−1(t),
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pl,s−1(t) =

s−1∏

j 6=l

t − tj
tl − tj

.Ïîýòîìó
|is−1v|m 6 cm

s−1∑

l=0

|v(tl)|,ãäå cm íå çàâèñèò îò v. Îòñþäà, ñ ó÷åòîì ëåììû 6 íàõîäèì, ÷òî
‖v‖s = ‖(v − is−1v) + is−1v‖s 6 c|v|s + ‖is−1v‖s 6

6 c(|v|s +

s−1∑

l=0

|v(tl)|) 6 c

√√√√|v|2s +

s−1∑

l=0

|v(tl)|2 = c ‖v‖∗s.Â äðóãóþ ñòîðîíó, ñ ó÷åòîì ëåììû 11.1
‖v‖∗s

2
= |v|2s +

s−1∑

l=0

v2(ts) 6 |v|2s + c‖v‖2
1 6 c‖v‖2

s.Ïðèâåäåì åùå îäíó ýêâèâàëåíòíóþ íîðìèðîâêó ïðîñòðàíñòâà H3(0, 1),êîòîðàÿ ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ êó-áè÷åñêèìè ýðìèòîâûìè ýëåìåíòàìè èãðàåò òó æå ðîëü, ÷òî è ëåììà 6 âñëó÷àå ëàãðàíæåâûõ ýëåìåíòîâ.Ëåììà 8. Åñëè v(0) = v′(0) = v(1) = v′(1) = 0, òî
‖v‖4 ∼ |v|4.Â îáùåì æå ñëó÷àå

‖v‖4 ∼ ‖v‖∗∗4 :=

√
|v|24 + v2(0) + v2(1) +

(
v′(0)

)2
+
(
v′(1)

)2
. (18)Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ïðîâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ëåììû 5 òåìèæå ðàññóæäåíèÿìè, ÷òî èñïîëüçîâàíû â äîêàçàòåëüñòâàõ ëåìì 6 è 7.



3. Âòîðàÿ ýêâèâàëåíòíàÿ íîðìèðîâêà 1673. Âòîðàÿ ýêâèâàëåíòíàÿ íîðìèðîâêàÍàáëþäàòåëüíûé ÷èòàòåëü, âèäèìî, óæå çàìåòèë, ÷òî, ââîäÿ íîâóþíîðìèðîâêó Hs(0, 1), ìû âûáèðàëè åå òàêîé, ÷òîáû ìàêñèìàëüíî ó÷åñòüèíäèâèäóàëüíûå ñâîéñòâà èñïîëüçóåìûõ íàìè êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ïðî-ñòðàíñòâ. Òàê, íîðìèðîâêà (17) ïðîñòðàíñòâà H4(0, 1) îòëè÷àåòñÿ îò íîð-ìèðîâêè (18) òîãî æå ïðîñòðàíñòâà, èáî (17) ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ àíàëè-çà àïïðîêñèìàöèé ñ ëàãðàíæåâûìè ýëåìåíòàìè, à (18) � ñ ýðìèòîâûìè.Âûáðàííûé íàìè ïóòü áûë åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì òîãî, ÷òî áûëîñäåëàíî â ëåêöèè 12 äëÿ H1(0, 1) è H2(0, 1). Çäåñü ìû óñòàíîâèì ýêâèâà-ëåíòíóþ íîðìèðîâêó Hs(0, 1) äðóãîãî òèïà, êîòîðàÿ áîëåå óíèâåðñàëüíàïî ïðèìåíåíèþ è ëåãêî äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.Ëåììà 9 (Íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå). Åñëè v(t) ∈ H1(0, 1), òî
‖v‖2

0 6
1

2

∫ 1

0

v′2 dt +

[∫ 1

0

v(t) dt

]2

.Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî
[v(t) − v(ξ)]2 =

[∫ t

ξ

v′(η) dη

]2

.Ïðåîáðàçóåì ýòî ñîîòíîøåíèå, ðàñêðûâàÿ êâàäðàò â ëåâîé ÷àñòè è îöå-íèâàÿ èíòåãðàë ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî
v2(t) + v2(ξ) = 2v(t)v(ξ) +

[∫ t

ξ

v′(η) dη

]2

6 2v(t)v(ξ) +

∫ 1

0

v′2(η) dη.Èíòåãðèðóÿ òåïåðü ýòî íåðàâåíñòâî ïî t è ïî ξ îò 0 äî 1, ïîëó÷èì èñêîìóþîöåíêó.Ëåììà 10. Åñëè v(t) ∈ H1(0, 1), òî
‖v‖2

1 ∼ ‖̃v‖
2

1 := |v|21 +

[∫ 1

0

v(t) dt

]2

.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî(∫ 1

0 v(t) dt
)2

6 ‖v‖2
0. Îòñþäà

‖̃v‖
2

1 6 ‖v‖2
1.



168 Ëåêöèÿ 13Â äðóãóþ ñòîðîíó. Î÷åâèäíî, ÷òî
‖̃v‖

2

1 > |v|21,à â ñèëó ëåììû 9
‖̃v‖

2

1 > ‖v‖2
0.Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, èìååì

‖̃v‖
2

1 >
1

2
‖v‖2

1.Ëåììà 11. Åñëè v(t) ∈ Hs(0, 1), òî
‖v‖2

s ∼ ‖̃v‖
2

s := |v|2s +

s−1∑

l=0

(∫ 1

0

dlv

dtl
dt

)2

. (19)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè s = 1 óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â ëåììå 10.Ïóñòü óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî ïðè s− 1. Äîêàæåì åãî ñïðàâåäëèâîñòüïðè s. Îöåíêà
‖̃v‖

2

s 6 ‖v‖2
sâûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ‖̃v‖s è íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî. Äîêà-æåì, ÷òî

‖v‖2
s 6 c‖̃v‖

2

s.Ïîñêîëüêó
‖v‖2

s = |v|2s + ‖v‖2
s−1,òî â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè

‖v‖2
s ∼ |v|2s + ‖̃v‖

2

s−1 := |v|2s + |v|2s−1 +

s−2∑

l=0

[∫ 1

0

dlv

dtl
dt

]2

. (20)Â ñèëó ëåììû 9
|v|2s−1 ≡

∫ 1

0

[
v(s−1)(t)

]2
dt 6

6

∫ 1

0

[
v(s)(t)

]2
dt +

[∫ 1

0

v(s−1)(t) dt

]2

.



3. Âòîðàÿ ýêâèâàëåíòíàÿ íîðìèðîâêà 169Ïîäñòàâëÿÿ ýòè îöåíêè â (20), ïîëó÷èì
‖v‖2

s 6 c


|v|2s +

(
s−1∑

l=0

∫ 1

0

v(l)(t) dt

)2

 ,÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.Æåëàåìàÿ ýêâèâàëåíòíàÿ íîðìèðîâêà ïðîñòðàíñòâà Hs(0, 1) ïîñòðîå-íà. ×òîáû ìîæíî áûëî âîñïîëüçîâàòüñÿ åþ ïðè èññëåäîâàíèè àïïðîêñè-ìàöèîííûõ ñâîéñòâ êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ïðîñòðàíñòâ íóæíàËåììà 12. Äëÿ ëþáîé v(t) ∈ Hs(0, 1) ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîì

p(t) ∈ Ps(0, 1), ÷òî
∫ 1

0

dl

dtl
(
v(t) − p(t)

)
dt = 0, l = 0, ..., s.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s = 0. Òîãäà è l = 0. Ïîýòîìó èñêîìûìïîëèíîìîì áóäåò

p(x) := v =

∫ 1

0

v(t) dtèáî î÷åâèäíî, ÷òî ∫ 1

0

(
v(t) − v

)
dt = 0.Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ s− 1. Äîêàæåì åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ

s. Ïóñòü p(t) = ps(t) =
s∑

l=0

clt
l � èñêîìûé ïîëèíîì. Îïðåäåëèì ñíà÷àëàåãî êîý��èöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè t, ò.å. cs. Ïîñêîëüêó
dsps(t)

dts
= css!,òî ïóñòü ∫ 1

0

dsps(t)

dts
dt = css! :=

∫ 1

0

dsv(t)

dts
dt. (21)Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ

ṽ(t) ≡ v(t) − cst
s. (22)Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ cs èç (21)

∫ 1

0

ds

dts
ṽ(t) dt = 0



170 Ëåêöèÿ 13ðàâíî êàê è ∫ 1

0

ds

dts
(
ṽ(t) − q̃s−1(t)

)
dt = 0, (23)ãäå q̃s−1(t) � ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì ñòåïåíè s−1. Íî ïî ïðåäïîëîæåíèþèíäóêöèè ñóùåñòâóåò ïîëèíîì p̃s−1(t) ñòåïåíè s − 1 òàêîé, ÷òî

∫ 1

0

dl

dtl
(
ṽ(t) − p̃s−1(t)

)
dt = 0, l = 0, ..., s− 1. (24)Îáúåäèíÿÿ (23) è (24) ñ ó÷åòîì (22) çàêëþ÷àåì, ÷òî èñêîìûé ïîëèíîì

ps(t) = cst
s + p̃s−1(t),ãäå cs îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (21).4. Ïðèìåð: àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâàïðîñòðàíñòâà Sh

3,1Ïîêàæåì, êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçðàáîòàííûé â ïðåäûäóùåì ïóíê-òå àïïàðàò äëÿ àíàëèçà àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ êîíå÷íîýëåìåíòíûõïðîñòðàíñòâ íà ïðèìåðå ïðîñòðàíñòâà Sh
3,1, îïðåäåëÿåìîãî ñîîòíîøåíèåì

(7.4).Òåîðåìà 1. Åñëè v ∈ H4(0, 1), à ih,3v ∈ Sh
3,1 � åå èíòåðïîëÿíò, òî

‖v − ih,3v‖l 6 ch3+1−l|v|4, l = 0, 1, 2.ãäå c = 
onst > 0 íå çàâèñèò íè îò v, íè îò h.Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëèç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 12.4 ïîêàçûâà-åò, ÷òî âñå ðàññóæäåíèÿ ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíûè çäåñü ïðè îöåíêå ýðìèòîâîé èíòåðïîëÿöèè; íóæíî òîëüêî ïîëó÷èòüîöåíêó òèïà (12.21), ò.å. îöåíêó
‖v̂(t) − ı̂3v̂(t)‖l 6 c|v̂(t)|4. (25)Äîêàæåì åå. Ïî ïîñòðîåíèþ

ı̂3v̂(t) = v̂(0)p00(t) + v̂(1)p10(t) +
dv̂

dt

∣∣∣∣
t=0

p01(t) +
dv̂

dt

∣∣∣∣
t=1

p11(t),



4. Ïðèìåð: àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà Sh
3,1 171ãäå

p00(t) = (t − 1)2(2t + 1), p10(t) = t2(3 − 2t),

p01(t) = t(t − 1)2, p11(t) = t2(t − 1).Îòñþäà ñ ó÷åòîì ëåììû 11.1
‖ı̂3v̂(t)‖4 6 c

(
‖v̂‖L∞ (0,1) +

∥∥∥∥
dv̂

dt

∥∥∥∥
L∞ (0,1)

)
6

6 c‖v̂‖2 6 c‖v̂‖4.Èñïîëüçóÿ òåïåðü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ýòó îöåíêó è ëåììó 11,áóäåì èìåòü
‖v̂(t) − ı̂3v̂(t)‖4 6 ‖v̂‖4 + ‖ı̂3v̂‖4 6 c‖v̂‖4 6

6 c‖̃v̂‖4 = c

√√√√|v̂|24 +

3∑

l=0

[∫ 1

0

dl

dtl
v̂(t) dt

]2

.
(26)

Ïóñòü p̂3(t) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè. Ïîñêîëüêó
ı̂3p̂3(t) = p̂3(t),òî

‖
(
v̂(t) − p̂3(t)

)
− ı̂3

(
v̂(t) − p̂3(t)

)
‖4 = ‖v̂(t) − ı̂3v̂(t)‖4.Èñïîëüçóÿ òåïåðü îöåíêó (26) ñ çàìåíîé v̂(t) íà (v̂(t)− p̂3(t)

), áóäåì èìåòü
‖v̂(t)− ı̂3v̂(t)‖4 6 c ‖v̂(t)−p̂3(t)‖4 6

√√√√|v̂|24 +
3∑

l=0

[∫ 1

0

dl

dtl
(
v̂(t) − p̂3(t)

)
dt

]2

.Âûáåðåì òåïåðü p̂3(t) òàêèì, êàê â ëåììå 12. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì æå-ëàåìóþ îöåíêó (25).Íà ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøåííûì.



172 Ëåêöèÿ 135. Óïðàæíåíèÿ1. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R2. Òîãäà, åñëè v ∈
H1(Ω), òî

‖v‖2
0 6 c [|v|21 + (v, 1)2](íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå) (ñð. ñ ëåììîé 9). Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðåäëÿ ñëó÷àÿ Ω = D := {(x, y)
∣∣ 0 < x, y < l}.2. Äîêàçàòü, ÷òî

‖v‖2
Hs(Ω) ∼ ‖̃v‖

2

Hs(Ω) := |v|2Hs(Ω) +
∑

06l1+l26s−1



∫

Ω

∂l1+l2v

∂xl1∂yl2
dxdy




2

.(ñð. ñ ëåììàìè 10 è 11).3. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé v ∈ Hs(Ω) ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí p(x, y) ∈
Ps(Ω) òàêîé, ÷òî

(
∂l1+l2

∂xl1∂yl2
(v − p), 1

)
= 0, 0 6 l1 + l2 6 s.(ñð. ñ ëåììîé 12).



Ëåêöèÿ 14
Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ H−s. ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜÂ L2 È Â H−sÂ ëåêöèè 12 ïðè îáñóæäåíèè òåîðåìû 12.3 î ñõîäèìîñòè ïðîñòåéøå-ãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â H1(0, 1) áûëî îòìå÷åíî, ÷òî â L2(0, 1)ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ íà ïîðÿäîê ïî ñðàâíåíèþ ñ H1(0, 1).Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç êóñî÷-íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè âûøå ïåðâîé, òî ìîæíî äîñòè÷ü åùå áîëüøåãîóâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ H1(0, 1), åñëè ìåðèòüïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ â íîðìàõ åùå áîëåå ñëàáûõ, ÷åì L2(0, 1). Â ýòîéëåêöèè ìû ââåäåì óêàçàííûå íîðìû è ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêèñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. 1. Ïðîñòðàíñòâà H−sÏóñòü ( , ) � îáû÷íûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â L2(I) = H0(I). Âëåêöèè 1 íàìè áûëî ââåäåíî ïðîñòðàíñòâî

Hs
0(I)= (1)

=
{
v(x) ∈ Hs(I)

∣∣ v(0) = ... = v(s−1)(0) = v(1) = ... = v(s−1)(1) = 0
}ïðè s ∈ N, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà

Hs(I). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïîñëåäíåì çàäàåòñÿ �îðìóëîé
(u, v)s =

s∑

j=0

(
dju

dxj
,
djv

dxj

)
. (2)173



174 Ëåêöèÿ 14Îïðåäåëèì íà Hs
0(I) ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå �óíêöèîíàëû, ïîðîæäàåìûå�óíêöèÿìè f ∈ H0(I), ïîëàãàÿ

l(v) = lf(v) = (f, v), v ∈ Hs
0(I). (3)Íîðìû ââåäåííûõ �óíêöèîíàëîâ âû÷èñëÿþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì ïî �îð-ìóëå:

‖lf‖ = sup
v∈Hs

0

|(f, v)|
‖v‖s

, f ∈ H0(I). (4)Ïîïîëíèì ïðîñòðàíñòâî H0(I) ïî íîðìå
‖lf‖ =: ‖f‖−s, (5)íàçûâàåìîé íåãàòèâíîé íîðìîé. Âíîâü îáðàçîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

(Hs
0(I))′ = H−s(I)ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì (äâîéñòâåííûì) ê Hs

0(I).Èçó÷èì ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà H−s(I). Â ñèëó òåîðåìû �èññà î ïðåä-ñòàâëåíèè ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî �óíêöèîíàëà â ãèëüáåðòîâîì ïðî-ñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò u ∈ Hs
0(I), òàêîé ÷òî

lf(v) = (u, v)s, v ∈ Hs
0(I). (6)Ñðàâíèâàÿ òåïåðü (6) è (3), çàêëþ÷àåì, ÷òî u(x) åñòü (îáîáùåííîå èç

Hs
0(I) ) ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:

u(x) ∈ Hs
0(I) : (u, v)s = (f, v) ∀ v ∈ Hs

0(I). (7)Îïðåäåëèì �óíêöèþ �ðèíà ýòîé çàäà÷è, ò.å. ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïå-ðàòîðà, ÿâëÿþùåãîñÿ îáðàòíûì ïî îòíîøåíèþ ê äè��åðåíöèàëüíîìó îïå-ðàòîðó çàäà÷è (7). Åþ ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ �óíêöèÿ G2s(x; ξ) àðãóìåíòà x èïàðàìåòðà ξ ∈ I, êîòîðàÿ ñëóæèò ðåøåíèåì çàäà÷è:
G2s(x; ξ) ∈ Hs

0(I) : (G2s(x; ξ), v(x))s = v(ξ), ξ ∈ I, ∀ v ∈ Hs
0(I).Äè��åðåíöèàëüíàÿ �îðìà ýòîé çàäà÷è òàêîâà:

L2sG2s(x; ξ) :=
s∑

k=0

(−1)kd2kG2s(x; ξ)

dx2k
= δ(x − ξ), x ∈ I, (8)

G2s(0; ξ) = · · · =
ds−1G2s(0; ξ)

dxs−1
= G2s(1; ξ) = · · · =

ds−1G2s(1; ξ)

dxs−1
= 0.



1. Ïðîñòðàíñòâà H−s 175Â ñèëó ñèììåòðèè áèëèíåéíîé �îðìû a(u, v) ≡ (u, v)s çàäà÷à (8) ÿâëÿåòñÿñàìîñîïðÿæåííîé, à åå ðåøåíèå � �óíêöèÿ �ðèíà � åñòü ñèììåòðè÷íàÿ�óíêöèÿ ïî îòíîøåíèþ ê x è ξ, ò.å. G2s(x; ξ) = G2s(ξ; x). �åøåíèå çàäà÷è(7) ïðè ïîìîùè �óíêöèè �ðèíà âûïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
u(x) =

(
G2s(x; ξ), f(ξ)

)
. (9)Èòàê, ìû óñòàíîâèëè âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó Hs

0(I)è H−s(I), îñóùåñòâëÿåìîå ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà L2s èç (8) è ñîîòíîøå-íèÿ (9).Ïóñòü v(x) ∈ Hs
0(I). Åé ñîîòâåòñòâóåò g(x) ∈ H−s(I) òàêàÿ, ÷òî

v(x) =
(
G2s(x; ξ), g(ξ)

)
.Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå v(x) â (3), ïîëó÷èì

(f, v) =
(
f, (G2s, g)

)
=
(
g, (G2s, f)

)
= (f, g)−s.Ìû íàøëè âèä ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

H−s(I):
(f, g)−s =

∫ 1

0

∫ 1

0

G2s(x; ξ)f(x)g(ξ) dxdξè, òåì ñàìûì, ïîëó÷èëè êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ íîðìû â
H−s, îòëè÷íûé îò (4):

‖f‖2
−s =

∫ 1

0

∫ 1

0

G2s(x; ξ)f(x)f(ξ) dxdξ. (10)Óêàæåì åùå îäèí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ íîðìû â H−s(I) � â òåðìèíàõêîý��èöèåíòîâ Ôóðüå. Ïóñòü µm(x) � ñîáñòâåííûå �óíêöèè, à λ
(2s)
m �ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è:

L2sµm(x) = λ(2s)
m µm(x), x ∈ I,

µm(0) = ... = µ(s−1)
m (0) = µm(1) = ... = µ(s−1)

m (1) = 0.Â ñèëó ñàìîñîïðÿæåííîñòè è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðàçàäà÷è âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíû è ïîëîæèòåëüíû, à ñîá-ñòâåííûå �óíêöèè ìîæíî ñ÷èòàòü îðòîíîðìèðîâàííûìè. Ëåãêî ïðîâå-ðèòü, ÷òî
δ(x − ξ) =

∞∑

m=1

µm(x)µm(ξ)



176 Ëåêöèÿ 14è ïîýòîìó
G2s(x; ξ) =

∞∑

m=1

µm(x)µm(ξ)

λ
(2s)
m(�îðìóëà Ìåðñåðà). Îòñþäà è èç (10) íàõîäèì, ÷òî

‖f‖2
−s =

∞∑

m=1

f 2
m/λ(2s)

m , (11)ãäå fm � êîý��èöèåíòû Ôóðüå �óíêöèè f(x) ïðè ðàçëîæåíèè ïî µm(x).Ïðè s = 1 èìååì λ
(2)
m = π2m2 + 1. Â îáùåì æå ñëó÷àå èçâåñòíî, ÷òî

cm2s
6 λ(2s)

m 6
1

c
m2s,ãäå c çàâèñèò òîëüêî îò s, è ïîýòîìó

c
∞∑

m=1

f 2
mm−2s

6 ‖f‖2
−s 6

1

c

∞∑

m=1

f 2
mm−2s.Ôîðìóëà äëÿ íîðìû, àíàëîãè÷íàÿ (11), èìååò ìåñòî è â Hs

0(I). Î÷å-âèäíî, ÷òî
‖v‖2

s =
∞∑

m=1

v2
mλ(2s)

m . (12)Â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî øòðèõà ê ïîðòðåòó ïðîñòðàíñòâà H−s(I) âû÷èñ-ëèì ‖f ′‖−1, òî÷íåå, âû÷èñëèì ýêâèâàëåíòíóþ åé âåëè÷èíó. Â ñèëó ëåììû11.4 íîðìà è ïîëóíîðìà â H1
0(I) ýêâèâàëåíòíû. (Êàê, âïðî÷åì, è â ëþáîì

Hs
0(I)). Ïîýòîìó â H−1(I) ìîæíî îïðåäåëèòü ýêâèâàëåíòíóþ íîðìó ïóòåìèñïîëüçîâàíèÿ â (4) âìåñòî íîðìû â H1(I) ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëóíîðìû.Ïóñòü

‖̃lf‖ = sup
v∈H1

0

|(f, v)|
|v|1

.Òîãäà âìåñòî (6) áóäåì èìåòü
lf(v) = (u′, v′),à �óíêöèÿ �ðèíà èç (10) ïðèìåò âèä

G̃2(x; ξ) =

{
x(1 − ξ), x 6 ξ,

(1 − x)ξ, x > ξ.
(13)



2. Àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèÿ 177Ïîýòîìó
‖̃f‖

2

−1 =

∫ 1

0

∫ 1

0

G̃2(x; ξ)f(x)f(ξ) dxdξ,à
‖̃f ′‖

2

−1 =

∫ 1

0

∫ 1

0

G̃2(x; ξ)f ′(x)f ′(ξ) dxdξ.Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì. Ïåðâîå èíòåãðè-ðîâàíèå ïðîõîäèò áåçáîëåçíåííî, èáî
∂

∂x
G̃2(x; ξ) =

{
1 − ξ, x < ξ

−ξ, x > ξ
= χ(ξ − x) − ξ,ãäå χ(ξ) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà (ñì. 1.14) � âñåãî ëèøü ðàçðûâíà ïðè

x = ξ è, ñëåäîâàòåëüíî,
‖̃f ′‖

2

−1 = −
∫ 1

0

f(x)dx

∫ 1

0

f ′(ξ)[χ(ξ − x) − ξ]dξ.Âòîðîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì (ïî ξ) íóæíî ïðîâîäèòü ëèáî îòäåëüíîïî (0, x) è (x, 1), ëèáî ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé �óíê-öèè χ(ξ − x), ðàâíîé δ(ξ − x). Â ëþáîì ñëó÷àå áóäåì èìåòü
‖̃f ′‖

2

−1 =

= −
∫ 1

0

f(x)dx

{
f(ξ)

[
χ(ξ − x) − ξ

]ξ=1

ξ=0
− f(x) +

∫ 1

0

f(ξ)dξ

}
=

= ‖f‖2
0 − (f, 1)2.Îñîáóþ ýëåãàíòíîñòü ýòî ñîîòíîøåíèå ïðèîáðåòàåò â òîì ñëó÷àå, êîãäà

f(x) îðòîãîíàëüíà åäèíèöå. Òîãäà ïðîñòî
‖̃f ′‖−1 = ‖f‖0.2. Àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèÿÄëÿ èññëåäîâàíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â

L2 è â H−s íàì ïîòðåáóþòñÿ îöåíêè ðåøåíèÿ çàäà÷è, êîòîðóþ ìû ñîáè-ðàåìñÿ ðåøèòü ýòèì ìåòîäîì, â ðàçëè÷íûõ íîðìàõ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü



178 Ëåêöèÿ 14òó æå ñìåøàííóþ çàäà÷ó, ÷òî è â ëåêöèÿõ 11, 12 ïðè èññëåäîâàíèè ñõî-äèìîñòè â H1.Òåîðåìà 1 (îá àïðèîðíûõ îöåíêàõ). Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (11.16)è ðåøåíèå çàäà÷è (11.4), (11.14), (11.15) ñóùåñòâóåò, òî äëÿ íåãî ñïðà-âåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà
‖u‖1 6

2
√

2

c0

(
‖f‖0 + |g|

)
. (14)Åñëè ê òîìó æå âûïîëíåíû óñëîâèÿ (11.17) è

|p′(x)| 6 c3, (15)òî
|u|2 6 c4

(
‖f‖0 + |g|

)
, (16)ãäå

c4 =
1

c0

[
2
√

2(c2 + c3)

c0
+ 1

]
.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðåøåíèå çàäà÷è (11.4), (11.14), (11.15) ñó-ùåñòâóåò. Ïîëàãàÿ â (11.4) v = u è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëåììó 11.5,ïîëó÷èì

c0

2
‖u‖2

1 6 a(u, u) = l(u) =

∫ 1

0

fu dx + gu(1).Ê èíòåãðàëó â ïðàâîé ÷àñòè ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî,à äëÿ îöåíêè u(1) âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 11.1. Â ðåçóëüòàòå íàéäåì, ÷òî
c0

2
‖u‖2

1 6 ‖f‖0‖u‖0 +
√

2|g|‖u‖1 6
√

2
(
‖f‖0 + |g|

)
‖u‖1,îòêóäà è ñëåäóåò (14).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (16) âîñïîëüçóåìñÿ äè��åðåíöèàëüíîé �îðìóëè-ðîâêîé çàäà÷è, èìåííî óðàâíåíèåì (11.12). Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååì

u′′ =
1

p(x)
[−p′u′ + qu − f ],à ñ ó÷åòîì (11.16), (11.17) è (15) íàõîäèì, ÷òî

|u′′| 6
1

c0
(c3|u′| + c2|u| + |f |).



3. Ñõîäèìîñòü â L2 179Âû÷èñëÿÿ L2-íîðìó ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðå-óãîëüíèêà, áóäåì èìåòü
‖u′′‖0 6

1

c0
(c3‖u′‖0 + c2‖u‖0 + ‖f‖0) 6

c2 + c3

c0
‖u‖1 +

1

c0
‖f‖0.Íî ‖u‖1 óæå îöåíåíà, òàê ÷òî, ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ýòó îöåíêó (14), ïðèõîäèìê (16).Òåîðåìà 2. Åñëè êîý��èöèåíòû è ïðàâàÿ ÷àñòü çàäà÷è (11.12), (11.13)òàêîâû, ÷òî u ∈ Hm(I), m = 3, 4, . . . , òî íàðÿäó ñ (14) è (16) ñïðàâåä-ëèâû îöåíêè

|u|m 6 c(m)(‖f‖m−2 + |g|), (17)ãäå c(m) � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå íè îò u, íè îò
f , íè îò g.Íà äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû ìû îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.3. Ñõîäèìîñòü â L2Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ëåêöèè 12, èç òåîðåìû 12.3 (òåîðåìû 12.5) îñõîäèìîñòè êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ èç Sh

1 (Sh
k ) â íîðìå H1(I) ñîñêîðîñòüþ O(h)

(
O(hk)

) ñëåäóåò åãî ñõîäèìîñòü è â L2(I) ñ òîé æå ñêîðî-ñòüþ. Îäíàêî â ñèëó òåîðåì 12.2 è 12.4 ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè â L2(I)èìååò íà åäèíèöó áîëüøèé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî h, ÷åì â H1(I). Äîêàæåì,÷òî àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò è êîíå÷íîýëåìåíòíîå ðåøåíèå.Òåîðåìà 3. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (11.16) è ðåøåíèå u(x) çàäà÷è
(11.12), (11.13) ïðèíàäëåæèò Hk+1(I), k ∈ N, òî ðåøåíèå çàäà÷è (11.7)ñ a(u, v) è l(v) èç (11.14) è Hh = S̃h

k èç (12.16), (12.17) (ïðèáëèæåííîåðåøåíèå) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (11.12), (11.13) â ñìûñëå íîðìûïðîñòðàíñòâà L2(I) ñî ñêîðîñòüþ O(hk+1), ò.å.
‖u − uh‖0 6 chk+1|u|k+1,ãäå c = 
onst > 0 íå çàâèñèò íè îò h, íè îò u.



180 Ëåêöèÿ 14Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì óòî÷íÿþùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ ëèíåéíîé�îðìû l(v). Ïóñòü (ñð. ñ (3))
lϕ(v) :=

∫ 1

0

ϕ(x)v(x) dx. (18)Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ w(x) êàê ðåøåíèå çàäà÷è
w(x) ∈ H̃1(I) : a(v, w) = lϕ(v) ∀v ∈ H̃1(I) (19)è ïîëîæèì çäåñü v = u − uh. Òîãäà ñ ó÷åòîì òåîðåìû 11.1 è íåðàâåíñòâàØâàðöà

lϕ(u−uh) = a(u−uh, w) = a(u−uh, w− ih,1w) 6‖ u−uh ‖a ‖ w− ih,1w ‖a .Äëÿ îöåíêè ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ïðèìåíèì ñíà÷àëà ëåììó11.5, à çàòåì òåîðåìó 12.4 îá àïïðîêñèìàöèè è òåîðåìó 12.5 î ñõîäèìîñòèâ H1(I). Áóäåì èìåòü
lϕ(u − uh) 6 c ‖u − uh‖1‖w − ih,1w‖1 6 c hk+1|u|k+1|w|2.Îöåíèì òåïåðü |w|2 ïðè ïîìîùè òåîðåìû 1 è ïîëîæèì ϕ ≡ u − uh. Âðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

lu−uh(u − uh) =

∫ 1

0

(u − uh)2 dx = ‖u − uh‖2
0 6 c hk+1|u|k+1‖u − uh‖0,îòêóäà ïîñëå ñîêðàùåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà íà ‖u−uh‖0 è ñëåäóåòóòâåðæäåíèå òåîðåìû.4. Ñõîäèìîñòü â H−sÈìååò ìåñòîÒåîðåìà 4. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (11.16) è ðåøåíèå u(x) çàäà÷è

(11.12), (11.13) ïðèíàäëåæèò Hk+1(I), k ∈ N, òî ðåøåíèå çàäà÷è (11.7)ñ a(u, v) è l(v) èç (11.14) è Hh = S̃h
k èç (12.16), (12.17) (ïðèáëèæåííîåðåøåíèå) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (11.12), (11.13) â ñìûñëå íîðìûïðîñòðàíñòâà H−s(I), s = 1, , . . . k − 1 ñî ñêîðîñòüþ O(hk+s+1). Èìåííî,

‖u − uh‖−s 6 c hk+s+1|u|k+1, s = 1, 2, ..., k − 1, (20)ãäå c = 
onst > 0 íå çàâèñèò íè îò h, íè îò u.



5. Óïðàæíåíèÿ 181Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w(x) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (19). Êàê è ïðèäîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 íàéäåì, ÷òî
lϕ(u − uh) 6 c ‖u − uh‖1‖w − ih,s+1w‖1 6 c hk+s+1|u|k+1|w|s+2.Äàëåå

‖u − uh‖−s = sup
ϕ∈Hs

0

|(u − uh, ϕ)|
‖ϕ‖s

=

= sup
ϕ∈Hs

0

lϕ(u − uh)

‖ϕ‖s
6

6 c hk+s+1 sup
ϕ∈Hs

0

|u|k+1|w|s+2

‖ϕ‖s
.

(21)
Íî â ñèëó òåîðåìû 2

|w|s+2 6 c (s + 2)‖ϕ‖s,÷òî âìåñòå ñ (21) ïðèâîäèò ê èñêîìîé îöåíêå (20).Çàìå÷àíèå 1. �àçóìååòñÿ, òåîðåìà 3 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðå-ìû 4, èáî
‖f‖0 = sup

v∈L2(I)

(f, v)

‖v‖0
,ò.å. ïðîñòðàíñòâî L2(I) ñîïðÿæåíî ñàìî ê ñåáå â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî ïðî-èçâåäåíèÿ ( , ). 5. Óïðàæíåíèÿ1. Äîêàçàòü, ÷òî ‖̃f ′‖−1 =

∑∞
m=1 f̄ 2

m, ãäå f̄m = (f, µm), à µm =
√

2 cos πmx,
m ∈ N, m = 1, 2, . . . .2. Äîêàçàòü, ÷òî ˜‖sin kπx‖−1 = 1/(

√
2kπ).3. Äîêàçàòü, ÷òî ‖ − f ′′ + f‖−2 = ‖f‖0.4. Äîêàçàòü, ÷òî ‖u − uh‖−s 6 chl+s+1|u|l+1, ãäå l = 1, ..., k, à

s = 0, ..., k − 1.5. Âûÿñíèòü, ãäå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 èñïîëüçîâàíî óñëîâèå(11.16).



182 Ëåêöèÿ 146. Âûÿñíèòü, ãäå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4 èñïîëüçîâàíî óñëîâèå
s 6 k − 1. Êàêîâà âåëè÷èíà ‖u − uh‖−k?



Ëåêöèÿ 15
ÑÓÏÅ�ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÌÅÒÎÄÀ ÊÎÍÅ×ÍÛÕÝËÅÌÅÍÒÎÂ. ÏÎÒÎ×Å×ÍÀß ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜÓñòàíîâëåííàÿ â ïðåäûäóùåé ëåêöèè îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÌÊÝâ ñìûñëå íåãàòèâíûõ íîðì H−s(I), êàçàëîñü áû, íå äîëæíà ïðåäñòàâëÿòüñêîëü-íèáóäü ñóùåñòâåííûé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ: îáû÷íî èíòåðåñóþò-ñÿ òî÷íîñòüþ ìåòîäà â ñìûñëå íîðì C, H1 èëè, íà õóäîé êîíåö, â L2.Îäíàêî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 14.4 ñîäåðæèò âåñüìà çíà÷èòåëüíóþ èí-�îðìàöèþ î ðàçíîñòè ìåæäó u è uh. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ �ðè-íà G2s(x; ξ), �èãóðèðóþùàÿ â îïðåäåëåíèè íîðìû ïðîñòðàíñòâà H−s(I)�îðìóëîé (14.10), íåîòðèöàòåëüíà è, ñëåäîâàòåëüíî, á�îëüøàÿ ïî ïîðÿäêóìàëîñòü ‖u−uh‖−s ïî ñðàâíåíèþ ñ ‖u−uh‖0 äîëæíà ñâèäåòåëüñòâîâàòü îòîì, ÷òî íà e(i) ñóùåñòâóþò íóëè �óíêöèè u − uh, ãäå îíà ìåíÿåò çíàê.∗)Åñëè áû ìû çíàëè ýòè íóëè, òî ìû çíàëè áû íå ïðèáëèæåííîå, à òî÷-íîå ðåøåíèå â ýòèõ òî÷êàõ. �àçóìååòñÿ, ïîëîæåíèå ýòèõ íóëåé çàâèñèò íåòîëüêî îò ìåòîäà ðåøåíèÿ, íî è îò ñàìîé �óíêöèè u(x), è íàéòè èõ, çà îò-äåëüíûìè èñêëþ÷åíèÿìè, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Îäíàêî ìîæíîïûòàòüñÿ èñêàòü òî÷êè èç ìàëûõ îêðåñòíîñòåé ýòèõ íóëåé, êîòîðûå óæåíå çàâèñÿò îò u (íî çàâèñÿò îò ìåòîäà) è â êîòîðûõ ðàçíîñòü ìåæäó uè uh ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì, íàïðèìåð,

‖u − uh‖1. Òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ñóïåðñõîäèìîñòè ÌÊÝ.
∗)Íàïðèìåð, �óíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sin kπx, k ∈ N, âñåãî ëèøü îãðàíè÷åíà â C(I)è äàæå â L2(I). Îäíàêî, êàê ñëåäóåò èç çàäà÷è 14.2, ‖ sinkπx‖−1 =

√
2/(kπ), è â ñìûñëå H−1 ýòàïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê íóëþ.183



184 Ëåêöèÿ 151. Ñóïåðñõîäèìîñòü â óçëàõÍàïîìíèì �îðìóëèðîâêó çàäà÷è, èññëåäîâàíèåì êîíå÷íîýëåìåíòíîãîðåøåíèÿ êîòîðîé ìû çàíèìàåìñÿ. Íàéòè ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è
− d

dx

(
p(x)

du

dx

)
+ q(x)u = f(x), x ∈ I,

u(0) = 0, p(1)u′(1) + κu(1) = g,

(1)êîý��èöèåíòû êîòîðîé ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì
p(x) > c0 > 0, q(x) > 0, κ > 0. (2)Ìû èçó÷àåì êîíå÷íîýëåìåíòíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, ò.å. �óíêöèþ

uh(x) ∈ S̃h
k : a(uh, vh) = l(vh) ∀vh ∈ S̃h

k , (3)ãäå
a(u, v) =

∫ 1

0

(
p
du

dx

dv

dx
+ quv

)
dx + κu(1)v(1),

l(v) =

∫ 1

0

fvdx + gv(1),

(4)à S̃h
k îïðåäåëÿåòñÿ (12.16), (12.17) è åñòü ñîâîêóïíîñòü êóñî÷íî ïîëèíî-ìèàëüíûõ ñòåïåíè k íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü ïðè

x = 0.Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2) è ðåøåíèå u(x) çàäà÷è (1) ïðè-íàäëåæèò Hk+1(I), òî óçëû xi êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêè, ñëóæàùèåêîíöàìè ýëåìåíòîâ e(i) = [xi−1, xi], ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ñóïåðñõîäèìî-ñòè êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ uh èç (3). Â ýòèõ òî÷êàõ ñïðàâåäëèâàîöåíêà
max

i
|u(xi) − uh(xi)| 6 c h2k|u|k+1, (5)ãäå c = 
onst > 0 íå çàâèñèò íè îò u, íè îò h.



1. Ñóïåðñõîäèìîñòü â óçëàõ 185Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w(x) åñòü ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è(14.19). Ïîëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîé çàäà÷è ϕ(x) = δ(x − xi). Ïðè òà-êîì âûáîðå ïðàâîé ÷àñòè çàäà÷à (14.19) îïðåäåëÿåò �óíêöèþ òî÷å÷íîãîèñòî÷íèêà (�óíêöèþ �ðèíà), êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç G(x; xi).
a (v(x), G(x; xi)) = v(xi). (6)Ïîëàãàÿ â (6) v(x) = u(x) − uh(x) è èñïîëüçóÿ òåîðåìó 11.1 (îá îðòîãî-íàëüíîé ïðîåêöèè), ïîñëå ïðèìåíåíèÿ íåðàâåíñòâà Øâàðöà è ëåììû 11.5áóäåì èìåòü

|u(xi) − uh(xi)| =

= a
(
u − uh, G(x; xi) − ih,kG(x; xi)

)
6

6 c4 ‖u − uh‖1 ‖G(x; xi) − ih,kG(x; xi)‖1.

(7)Îöåíêà ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ èçâåñòíà èç òåîðåìû 12.5, òàê ÷òî îñòàëîñüîöåíèòü âòîðîé ñîìíîæèòåëü. ÏîñêîëüêóG(x; xi)∈Hk+1(I), òî äëÿ îöåíêèýòîãî ñîìíîæèòåëÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó 12.4 íåïîñðåäñòâåííî íåëüçÿ.Ïîêàæåì, ÷òî òðåáóåìóþ ãëàäêîñòü G(x; xi) èìååò íà (0, xi) è íà (xi, 1).Äëÿ ýòîãî óñòàíîâèì ñíà÷àëà îöåíêó G(x; xi) â H1(I). Ïîëàãàÿ â (6)
v(x) = G(x; xi) è ïðèìåíÿÿ ëåììû 11.5 è 11.1, íàõîäèì, ÷òî

c0

2
‖G(x; xi)‖2

1 6

6 a (G(x; xi), G(x; xi)) = G(xi; xi) 6

6
√

2‖G(x; xi)‖1,ò.å.
‖G(x; xi)‖1 6

2
√

2

c0
. (8)Äàëåå, ïî îïðåäåëåíèþ �óíêöèè òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, ñîñðåäîòî÷åííîãîâ òî÷êå x = xi

− d

dx

(
p(x)

dG(x; xi)

dx

)
+ q(x)G(x; xi) = 0, 0 < x < xi, xi < x < 1.Îòñþäà ñ ó÷åòîì (8), êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 14.1 è 14.2, íàõî-äèì, ÷òî
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|G(x; xi)|2Hk+1(0,xi)

+ |G(x; xi)|2Hk+1(xi,1) 6 c.Èòàê, èç òåîðåìû 12.4 ñ ó÷åòîì âûøåïðèâåäåííîãî íåðàâåíñòâà èìååìîöåíêó
‖G(x; xi) − ih,kG(x; xi)‖2

1 =

= ‖G(x; xi) − ih,kG(x; xi)‖2
H1(0,xi)

+

+ ‖G(x; xi) − ih,kG(x; xi)‖2
H1(xi,1) 6 c h2k.Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó è îöåíêó èç òåîðåìû 12.5 â (7), ïðèõîäèì ê (5).Çàìå÷àíèå 1. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (1)

p(x) ≡ 1, q(x) ≡ 0, òî
G(x; xi) = ih,kG(x; xi).Â ýòîì ñëó÷àå èç (7) ñëåäóåò, ÷òî u(xi) − uh(xi) = 0, ò.å. â óçëàõ, ÿâëÿþ-ùèõñÿ êîíöàìè ýëåìåíòîâ, òî÷íîå è ïðèáëèæåííîå ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò.2. Ñõîäèìîñòü â CÌû óæå äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçó÷èëè ñõîäèìîñòü ìåòîäà êîíå÷íûõýëåìåíòîâ â ðàçëè÷íûõ íîðìàõ. Îäíàêî ïîêà îòêðûòûì îñòàåòñÿ âîïðîñî ñêîðîñòè åãî ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè. Èç òåîðåìû 12.5 è ëåììû 11.1,ïðàâäà, âûòåêàåò îöåíêà ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè O(hk), íî ýòà îöåíêàíå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé. Íà ñàìîì äåëå, èìååò ìåñòîÒåîðåìà 2. Åñëè ðåøåíèå u(x) çàäà÷è (1) ïðèíàäëåæèò Ck+1(Ī), à uh�ðåøåíèå çàäà÷è (3), (4), òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2), (11.17) ñïðàâåä-ëèâà îöåíêà

‖u(x) − uh(x)‖C(Ī) 6 c hk+1‖u(k+1)‖C(Ī), (9)ãäå c = 
onst > 0 íå çàâèñèò íè îò u, íè îò h.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çà�èêñèðóåì òîò �àêò, ÷òî uh(x) åñòüîðòîãîíàëüíàÿ â ñìûñëå ýíåðãåòè÷åñêîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ a( , )ïðîåêöèÿ u(x) íà S̃h
k , ò.å.

a(u − uh, vh) = 0 ∀vh ∈ S̃h
k . (10)



2. Ñõîäèìîñòü â C 187Çàòåì ââåäåì áèëèíåéíóþ �îðìó
ã(u, v) =

∫ 1

0

p(x)u′(x)v′(x)dx + κu(0)v(0) (11)è îïðåäåëèì ïðîåêöèþ u(x) íà S̃h
k , íî òåïåðü óæå â ñìûñëå ã( , )

ũh ∈ S̃h
k : ã(u − ũh, vh) = 0 ∀vh ∈ S̃h

k . (12)Ïóñòü, êðîìå òîãî,
ã(i)(u, v) =

∫

e(i)

p(x)u′(x)v′(x)dx, i = 1, . . . , N, (13)
Pk

(
e(i); w

)
=
{
v(x) ∈ Pk

(
e(i)
) ∣∣ v(x) − w(x) ∈ H1

0

(
e(i)
)}

, (14)à ũh(i) � ëîêàëüíàÿ ïðîåêöèÿ u(x) íà ýëåìåíòå e(i)

ũh(i) ∈ Pk

(
e(i); u

)
: ã(i)(u − ũh(i), v) = 0 ∀v ∈ Pk

(
e(i); 0

)
. (15)Ââåäåííûå �óíêöèè ũh è ũh(i) ïîòðåáóþòñÿ íàì ïðè îöåíêå |u − uh|C .Ïåðåéäåì ê ïîëó÷åíèþ îöåíêè (9). Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëü-íèêà, íàõîäèì, ÷òî

‖u − uh‖C = ‖u − ũh + ũh − uh‖C 6

6 ‖u − ũh‖C + ‖ũh − uh‖C =

= ‖uh − ũh‖C + max
i

‖u − ũh‖C(e(i)) =

= ‖uh − ũh‖C + max
i

‖u − ũh(i) + ũh(i) − ũh‖C(e(i)) 6

6 ‖uh − ũh‖C + max
i

‖u − ũh(i)‖C(e(i)) + max
i

‖ũh − ũh(i)‖C(e(i)).

(16)
Çàéìåìñÿ îöåíêîé ñëàãàåìûõ èç ïðàâîé ÷àñòè (16). Íà÷íåì ñ ïåðâîãîñëàãàåìîãî. Â ñèëó (10) ñ ó÷åòîì (4) è (11)

0 = a(u − uh, vh) = ã(u − uh, vh) + (q(u − uh), vh).Âû÷èòàÿ èç ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ (12), íàéäåì, ÷òî
ã(uh − ũh, vh) = (q(u − uh), vh),



188 Ëåêöèÿ 15à ïîëàãàÿ çäåñü vh = uh − ũh, áóäåì èìåòü
‖uh − ũh‖2

ã = (q(u − uh), uh − ũh).Îöåíèì ëåâóþ ÷àñòü ñíèçó ñíà÷àëà ïðè ïîìîùè ëåììû 11.5, à çàòåì ïðèïîìîùè ëåììû 11.1. Äëÿ îöåíêè ïðàâîé ÷àñòè ïðèìåì âî âíèìàíèå (11.7)è âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî. Çàìå÷àÿ òåïåðü, ÷òî
‖v‖0 6 ‖v‖C è èñïîëüçóÿ òåîðåìó 14.3, íàõîäèì, ÷òî

c0

4
‖uh − ũh‖2

C 6
c0

2
‖uh − ũh‖2

1 6

6 ‖uh − ũh‖2
ã 6

6 c2‖u − uh‖0‖uh − ũh‖0 6

6 c2c hk+1|u|k+1‖uh − ũh‖C 6

6 c2c hk+1‖u(k+1)‖C‖uh − ũh‖C.Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî íåðàâåíñòâà íà ‖uh−ũh‖C ïðèõîäèìê èñêîìîé îöåíêå
‖uh − ũh‖C 6 c hk+1‖u(k+1)‖C. (17)Ïåðåéäåì ê îöåíêå âòîðîãî ñëàãàåìîãî ïðàâîé ÷àñòè (16). Ïóñòü G̃(i)(x; ξ)� �óíêöèÿ �ðèíà äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, ïîðîæäàåìîãî áèëè-íåéíîé �îðìîé (13) è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà. Îïðåäåëÿþ-ùåå åå âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå èìååò âèä

v(x) = ã(i)
(
G̃(i)(x; ξ), v(ξ)

)
∀v(ξ) ∈ H1

0(e
(i)).Ïîëàãàÿ çäåñü v(x) = u − ũh(i) è îöåíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ïðè ïîìîùèíåðàâåíñòâà Øâàðöà, ñ ó÷åòîì ëåììû 11.5 áóäåì èìåòü

∣∣u(x)− ũh(i)
∣∣ 6 c4‖G̃(i)(x; ξ)‖ã(i)‖u − ũh(i)‖

H1
0 (

◦

e
(i)

)
.Äëÿ îöåíêè ‖u − ũh(i)‖H1

0 (
◦→e(i)) âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 12.5 è ïðèìåì âîâíèìàíèå, ÷òî |u|

Hk+1(
◦

e
(i)

)
6

√
h‖u(k+1)‖C(e(i)). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

|u(x) − ũh(i)(x)| 6 c4c hk+1/2‖G̃(i)(x; ξ)‖ã(i)‖u(k+1)‖C(e(i)). (18)Îöåíèì òåïåðü �óíêöèþ �ðèíà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî (ñð. ñ (13.5))
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G̃(i)(x; ξ) =





x∫
xi−1

dt

p(t)

xi∫
ξ

dt

p(t)

/
xi∫

xi−1

dt

p(t)
, x 6 ξ,

ξ∫
xi−1

dt

p(t)

xi∫
x

dt

p(t)

/
xi∫

xi−1

dt

p(t)
, x > ξè, ñëåäîâàòåëüíî, ‖G̃(i)(x; ξ)‖ã(i) 6

√
h/c0. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî â(18), ïîëó÷èì èñêîìóþ îöåíêó

‖u − ũh(i)‖C(e(i)) 6 c hk+1‖u(k+1)‖C(e(i)). (19)Îñòàëîñü îöåíèòü ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè (16). Äëÿ ýòîãîïðîäîëæèì �óíêöèþ v(x) ∈ Pk(e
(i); 0) èç (14) íà I íóëåì è ðåçóëüòàòîáîçíà÷èì ÷åðåç vI(x). Î÷åâèäíî, ÷òî vI(x) ∈ Sh

k . Îòñþäà ñ ó÷åòîì (12)íàõîäèì, ÷òî
0 = ã(u − ũh, vI) = a(i)(u − ũh, v) ∀v ∈ Pk(e

(i); 0).Âû÷èòàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ èç (15), áóäåì èìåòü
ã(i)(ũh − ũh(i), v) = 0 ∀v ∈ Pk(e

(i); 0). (20)Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ (ñì. (12), (15)) �óíêöèÿ z(x) = ũh − ũh(i) ∈
Pk(e

(i); ũh−u), òî â ñèëó (20) îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è
z ∈ Pk(e

(i); ũh − u) : ã(i)(z, v) = 0 ∀v ∈ Pk(e
(i); 0),à â ñèëó òåîðåìû 2.1 è çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

ã(i)(z, z) = inf
v∈Pk(e(i);ũh−u)

ã(i)(v, v).Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ã(i)(z, z) 6 ã(i)(ϕ, ϕ), ãäå ϕ(x) � ïðè-íàäëåæàùàÿ Pk(e
(i); ũh−u) ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ, è ñ ó÷åòîì (11.16), (11.17)èìååì
|z|2H1(e(i)) 6

1

c0
ã(i)(z, z) 6

c1

c0

∫

e(i)

(ϕ′)2dx =

=
c1

c0
[z(xi−1) − z(xi)]

2 /h.



190 Ëåêöèÿ 15Ñäåëàåì â ëåâîé ÷àñòè çàìåíó ïåðåìåííîé (x − xi−1)/h = t (ñì. (12.12) èäàëåå), à ïðàâóþ ÷àñòü îöåíèì ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâà Êîøè
∫ 1

0

[
d

dt
ẑ(i)(t)

]2

dt 6 2
c1

c0

[
z2(xi−1) + z2(xi)

]
.Äîáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî íåðàâåíñòâà (ẑ(i)(0))2 = z2(xi−1) è âîñ-ïîëüçóåìñÿ ëåììîé 13.7, â ñèëó êîòîðîé (ẑ(i)(0))2 + |ẑ(i)|21 ∼ ‖ẑ(i)‖2

1, àâíîâü ïîëó÷åííóþ ëåâóþ ÷àñòü îöåíèì ñíèçó ïðè ïîìîùè ëåììû 11.1. Âðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
‖ẑ(i)‖2

C(Ī) = ‖z‖2
C(e(i)) 6 c

[
z2(xi−1) + z2(xi)

]
. (21)Íàì îñòàëîñü âñïîìíèòü, ÷òî z(xi) = (ũh − u)(xi) è âîñïîëüçîâàòüñÿòåîðåìîé 1, â ñèëó êîòîðîé |(ũh − u)(xi)| 6 ch2k|u|k+1. Ïîäñòàâëÿÿ ýòèîöåíêè â ïðàâóþ ÷àñòü (21) è èçâëåêàÿ èç îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà êâàä-ðàòíûå êîðíè, áóäåì èìåòü îöåíêó

‖z‖C(e(i)) 6 c h2k|u|k+1 6 c h2k‖u(k+1)‖C, (22)êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äàæå áîëåå ñèëüíîé, ÷åì ìû õîòåëè. Èñêîìàÿ îöåíêà(9) ñëåäóåò èç (17), (19), (22) è (16).3. ÏðèìåðÂ çàâåðøåíèå ïîñòðîèì êîíå÷íîýëåìåíòíîå ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è
u′′ = 6x, u(0) = 0, u(1) = 1 (23)è èçó÷èì ñòðóêòóðó åãî ïîãðåøíîñòè. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå èç ïðîñòðàí-ñòâà Sh

2 . Ïóñòü, êàê îáû÷íî, e(i) = [xi−1, xi], à äîïîëíèòåëüíûå óçëû îáî-çíà÷èì ÷åðåç xi−1/2, i = 1, . . . , N . Â ñèëó çàìå÷àíèÿ êîíå÷íîýëåìåíòíîåðåøåíèå çàäà÷è (23) â óçëàõ xi ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì ðåøåíèåì ýòîé çàäà-÷è, èìåþùèì âèä u(x) = x3. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî íàéòè òîëüêî uh(xi−1/2).Ìàòðèöà �óíêöèé �îðìû êâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòà èìååò âèä
Φ(i) =

2

h2

[
(x − xi−1/2)(x − xi), 2(x − xi−1)(xi − x), (x − xi−1/2)(x − xi−1)

]
,



3. Ïðèìåð 191ãäå h = xi − xi−1, à ìàòðèöà æåñòêîñòè åñòü
K(i) =

1

3h




7 −8 1
−8 16 −8

1 −8 7


 .Ïðàâàÿ ÷àñòü èíòåðåñóþùåãî íàñ óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ uh(xi−1/2)çàäàåòñÿ âòîðîé êîìïîíåíòîé âåêòîðà íàãðóçêè F (i) è åñòü

F (i) = −
xi∫

xi−1

6x
4

h2
(x − xi−1)(xi − x)dx =

= −24h

∫ 1

0

(ht + xi−1)t(1 − t)dt =

= −4h (xi − h/2).Èñêîìîå óðàâíåíèå èìååò âèä
− 8

3h
uh(xi−1) +

16

3h
uh(xi−1/2) −

8

3h
uh(xi+1) = −4h (xi − h/2).Ïîñêîëüêó uh(xi) = u(xi) = x3

i , òî îòñþäà íàõîäèì, ÷òî
uh(xi − h/2) = (xi−1/2)

3,ò.å. çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è â óçëàõ xi−1/2 ñîâïàäàþò ñî çíà-÷åíèÿìè òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Òåì ñàìûì,
uh(x) =

2

h2

[
(x − xi−1/2)(x − xi)x

3
i−1 + (x − xi−1/2)(x − xi−1)x

3
i+

+ 2(x − xi−1)(xi − x)x3
i−1/2

]
, x ∈ e(i),èëè, ââîäÿ ëîêàëüíóþ ïåðåìåííóþ t = (x − xi−1)/h,

uh =

(
3xih

2 − 3h3

2

)
t2+

+

(
3x2

ih − 6xih
2 +

5h3

2

)
t+

+
(
x3

i − 3x2
ih + 3xih

2 − h3
)
.



192 Ëåêöèÿ 15Òî÷íîå æå ðåøåíèå â ëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä
u = h3t3 + 3h2xi−1t

2 + 3hx2
i−1t + x3

i−1è ïîòîìó
u − uh = h3t(t − 1/2)(t− 1).



Ëåêöèÿ 16
ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎ�ÈÈ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ Â 2DÏðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè ÌÊÝ â äâóìåðíîì ñëó÷àå ìû áóäåìïîëüçîâàòüñÿ, êàê è ðàíüøå, îñíîâíîé òåîðåìîé 11.2, â ñèëó êîòîðîé ýíåð-ãåòè÷åñêàÿ íîðìà ðàçíîñòè ìåæäó òî÷íûì è ïðèáëèæåííûì ðåøåíèÿìèîöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìîé ðàçíîñòè ìåæäó òî÷íûì ðå-øåíèåì è ïðîèçâîëüíîé �óíêöèåé èç êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ïðîñòðàíñòâà.Ïðàâèëüíóþ îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÌÊÝ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ìûïîëó÷èëè, âûáèðàÿ â êà÷åñòâå ýòîé �óíêöèè èíòåðïîëÿíò òî÷íîãî ðåøå-íèÿ, ïðèíàäëåæàùèé êîíå÷íîýëåìåíòíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó. Ïîñêîëüêóâ îäíîìåðíîì ñëó÷àå îáîáùåííîå ðåøåíèå èç H1(I) íåïðåðûâíî, òî ïðî-áëåì ñ ïîñòðîåíèåì èíòåðïîëÿíòà íå áûëî, òåì áîëåå, ÷òî äëÿ îöåíêèòî÷íîñòè èíòåðïîëèðîâàíèÿ ìû íàêëàäûâàëè íà òî÷íîå ðåøåíèå äîïîë-íèòåëüíûå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè, íàïðèìåð, u ∈ H2(I). Â äâóìåðíîì ñëó÷àå

H1(Ω)⊂C(Ω), îäíàêî, êàê áóäåò äîêàçàíî, H2(Ω) ⊂ C(Ω), è ïðè óñëîâèè,÷òî u(x) ∈ H2(Ω), èíòåðïîëÿíò òî÷íîãî ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü ïîñòðî-åí. Ïîñêîëüêó äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè èíòåðïîëÿöèè âñå ðàâíî ïðèõîäèòñÿïðåäïîëàãàòü äîïîëíèòåëüíóþ ãëàäêîñòü èíòåðïîëèðóåìîé �óíêöèè, òîñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðèåìëåìûì.1. Âëîæåíèå W 2
1(Ω) â C(Ω)Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ H2(Ω) = W 2

2 (Ω) è W 2
1 (Ω). Ýòî ñî-áîëåâñêèå ïðîñòðàíñòâà �óíêöèé, ìîäóëè îáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ êî-193



194 Ëåêöèÿ 16òîðûõ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ñóììèðóåìû ñî âòîðîé è ïåðâîé ñòåïåíüþ, ñî-îòâåòñòâåííî. Åñëè ‖v‖p
Lp(Ω) :=

∫
Ω |v|p dxdy, p > 1, òî

‖v‖p
W 2

p
=

= ‖v‖p
Lp

+

∥∥∥∥
∂v

∂x

∥∥∥∥
p

Lp

+

∥∥∥∥
∂v

∂y

∥∥∥∥
p

Lp

+

∥∥∥∥
∂2v

∂x2

∥∥∥∥
p

Lp

+

∥∥∥∥
∂2v

∂y2

∥∥∥∥
p

Lp

+2

∥∥∥∥
∂2v

∂x∂y

∥∥∥∥
p

Lp

.Ëåììà 1. Ïóñòü Ω åñòü îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R2 ñ ãðàíèöåé ∂Ω,ïðèíàäëåæàùåé C1 èëè ÿâëÿþùåéñÿ ïîëèãîíàëüíîé. Òîãäà
‖v‖C(Ω) 6 c ‖v‖W 2

1 (Ω),ãäå c íå çàâèñèò îò v.Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ åäèíè÷íîãî êâàäðàòà. Ïðåîáðàçóåìèíòåãðàë ïî íåêîòîðîìó ïðÿìîóãîëüíèêó îò âòîðîé ñìåøàííîé ïðîèçâîä-íîé ∫ x

x′

d ξ

∫ y

y′

∂2v

∂ξ∂η
d η =

∫ x

x′

∂v(ξ, y)

∂ξ
dξ −

∫ x

x′

∂v(ξ, y′)

∂ξ
dξ =

= v(x, y) − v(x′, y) −
∫ x

x′

∂v(ξ, y′)

∂ξ
dξ.Îòñþäà

|v(x, y)| 6 |v(x′, y)| +
∣∣∣∣
∫ x

x′

∂v(ξ, y′)

∂ξ
dξ

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫ x

x′

dξ

∫ y

y′

∂2v

∂ξ∂η
dη

∣∣∣∣.Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî íåðàâåíñòâî ïî (x′, y′) ∈ Ω

|v(x, y)| 6

∫ 1

0

|v(x′, y)|dx′ +

∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣∣
∂v(ξ, y′)

∂ξ

∣∣∣∣dξdy′ +

∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣∣
∂2v

∂ξ∂η

∣∣∣∣dξdη.(1)Äàëåå,
v(x, y) =

∫ y

y′

∂v(x, η)

∂η
dη + v(x, y′)è, ñëåäîâàòåëüíî,

|v(x, y)| 6
∫ 1

0

∣∣∣∣
∂v(x, y)

∂y

∣∣∣∣dy + |v(x, y′)|.



1. Âëîæåíèå W 2
1 (Ω) â C(Ω) 195Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî íåðàâåíñòâî ïî (x, y′) ∈ Ω

∫ 1

0

|v(x, y)|dx 6

∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣∣
∂v(x, y)

∂y

∣∣∣∣dxdy +

∫ 1

0

∫ 1

0

|v(x, y)|dxdy.Êîìáèíèðóÿ ïîëó÷åííóþ îöåíêó ñ (1), íàéäåì, ÷òî
|v(x, y)| 6 ‖v‖L1 +

∥∥∥∥
∂v

∂x

∥∥∥∥
L1

+

∥∥∥∥
∂v

∂y

∥∥∥∥
L1

+

∥∥∥∥
∂2v

∂x∂y

∥∥∥∥
L1

6 ‖v‖W 2
1 (Ω).Çàìå÷àíèå 1. Ïîñêîëüêó H2(Ω) ⊂ W 2

1 (Ω), òî
‖v‖C(Ω) 6 c ‖v‖H2(Ω).Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå,îäíàêî ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî òàì íå ïðîõîäèò.Ëåììà 2 (Íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà). Ïóñòü Ω � îòêðûòîå îãðàíè÷åí-íîå ìíîæåñòâî â R2

Ω ⊂ D =
{
(x, y)

∣∣ 0 < x, y < l
}

.Òîãäà, åñëè v ∈ H1
0(Ω), òî

‖v‖0 6 l/
√

2‖∇v‖0.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäîëæèì �óíêöèþ v(x, y) ñ Ω íàD íóëåì. Ïðî-äîëæåííàÿ �óíêöèÿ (îñòàâèì çà íåé òî æå îáîçíà÷åíèå) áóäåò ïðèíàäëå-æàòü H1
0(D). Òàê êàê v(0, y) = 0, òî

v(x, y) =

∫ x

0

∂v

∂ξ
(ξ, y)dξ.Âîçâåäåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êâàäðàò è ïðèìåíèì ê ïîëó÷åííîé ïðàâîé÷àñòè íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

v2(x, y) =

[∫ x

0

∂v

∂ξ
(ξ, y)dξ

]2

6

∫ x

0

dξ

∫ x

0

[
∂v

∂ξ
(ξ, y)

]2

dξ 6

6 l

∫ l

0

[
∂v

∂ξ
(ξ, y)

]2

dξ.



196 Ëåêöèÿ 16Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ïî D, íàéäåì, ÷òî
‖v‖2

L2(D) 6 l2
∥∥∥ ∂v

∂x

∥∥∥
2

L2(D)
.Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ îöåíêà

‖v‖2
L2(D) 6 l2

∥∥∥ ∂v

∂y

∥∥∥
2

L2(D)
.Áåðÿ ïîëóñóììó ýòèõ îöåíîê è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî íîðìû v è ∇vâ L2 ïî Ω è ïî D ñîâïàäàþò, áóäåì èìåòü

‖v‖2
L2(Ω) ≡ ‖v‖2

L2(D) 6
l2

2
‖∇v‖2

L2(D) ≡ ‖v‖2
L2(Ω).

2. Îöåíêà èíòåðïîëÿöèè íà ðåïåðíîì òðåóãîëüíèêåÏóñòü ê åñòü ðåïåðíûé òðåóãîëüíèê, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1, à v̂(s, t) ∈
H2(ê). Â ñèëó ëåììû 1 �óíêöèÿ v̂(s, t) íåïðåðûâíà, è ìîæíî ïîñòðîèòüåå èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè

ı̂v̂(s, t) = v̂1ζ̂1 + v̂2ζ̂2 + v̂3ζ̂3,ãäå ζ̂k � áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû (ñì. ï. 8.3) íà ê. Î÷åâèäíî,

1

1

1

2

3

ê

s

t

�èñ. 1



2. Îöåíêà èíòåðïîëÿöèè íà ðåïåðíîì òðåóãîëüíèêå 197÷òî
ı̂v̂(s, t) = v̂(0, 0) + [v̂(1, 0)− v̂(0, 0)]s + [v̂(0, 1)− v̂(0, 0)]t. (2)Ëåììà 3. Åñëè v̂ ∈ H2(ê), òî

‖v̂ − ı̂v̂‖L2(ê) + ‖∇̂(v̂ − ı̂v̂)‖L2(ê) 6 c |v̂|H2(ê),

∇̂ � îïåðàòîð ãðàäèåíòà, à c � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò v̂.Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ñíà÷àëà íîðìû èíòåðïîëÿíòà è åãî ãðà-äèåíòà.
‖ı̂v̂‖L2(ê) =

√√√√
∫

ê

(ı̂v̂)2dsdt 6
1√
2

max
ê

|̂ıv̂| 6
1√
2
‖v̂‖C(ê).Èç (2)

∇̂ı̂v̂ = [{v̂(1, 0)− v̂(0, 0)} {v̂(0, 1)− v̂(0, 0)}]Tè, ñëåäîâàòåëüíî,
‖∇̂ı̂v̂‖L2(ê) =

1√
2

√
{v̂(1, 0)− v̂(0, 0)}2 + {v̂(0, 1)− v̂(0, 0)}2 6 2‖v̂‖C(ê).Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèìè îöåíêàìè ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê èíòåðïîëÿöèè. Ïðè-íèìàÿ âî âíèìàíèå çàìå÷àíèå 1 è óïðàæíåíèå 13.2, íàõîäèì, ÷òî

‖v̂ − ı̂v̂‖L2(ê) 6 ‖v̂‖L2(ê) + ‖ı̂v̂‖L2(ê) 6

6 ‖v̂‖L2(ê) +
1√
2
‖v̂‖C(ê) 6 c ‖v̂‖H2(ê) 6 c ‖̃v̂‖H2(ê).

(3)Àíàëîãè÷íî
‖∇̂(v̂ − ı̂v̂)‖L2(ê) 6 c ‖̃v̂‖H2(ê). (4)Ïóñòü p̂1(s, t) ∈ P1(ê). Î÷åâèäíî, ÷òî (v̂− p̂1)− ı̂(v̂− p̂1) = v̂− ı̂v̂. Ïîýòîìóèç (3) ñëåäóåò, ÷òî
‖v̂ − ı̂v̂‖L2(ê) 6 c ˜‖v̂ − p̂1‖H2(ê),à èç (4) �

‖∇̂(v̂ − ı̂v̂)‖L2(ê) 6 c ˜‖v̂ − p̂1‖H2(ê).



198 Ëåêöèÿ 16Âûáèðàÿ òåïåðü p̂1(s, t) êàê â óïðàæíåíèè 13.3, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó
˜‖v̂ − p̂1‖H2(ê) = |v̂|H2(ê),÷òî âìåñòå ñ äâóìÿ ïðåäûäóùèìè íåðàâåíñòâàìè ïðèâîäèò ê óòâåðæäå-íèþ ëåììû.3. Îöåíêà èíòåðïîëÿöèè íà êîíå÷íîì ýëåìåíòå eÏóñòü e � êîíå÷íûé ýëåìåíò, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 2, à ζk �

1

2

3

e

(x1, y1)

(x2, y2)

(x3, y3)

x

y

�èñ. 2åãî áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Â ñèëó (8.12), (8.10) äåêàðòîâû è áà-ðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè
x = (x2 − x1)ζ2 + (x3 − x1)ζ3 + x1,

y = (y2 − y1)ζ2 + (y3 − y1)ζ3 + y1.Äëÿ ðåïåðíîãî òðåóãîëüíèêà ê, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 1, ζ2 = s, ζ3 = t, èïîýòîìó
x = (x2 − x1)s + (x3 − x1)t + x1,

y = (y2 − y1)s + (y3 − y1)t + y1åñòü à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå, îñóùåñòâëÿþùåå îòîáðàæåíèå ê íà e. Îáî-çíà÷èì ìàòðèöó ßêîáè ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷åðåç Ĵ :
Ĵ =

[
∂x/∂s ∂x/∂t
∂y/∂s ∂y/∂t

]
=

[
x2 − x1 x3 − x1

y2 − y1 y3 − y1

]
.



3. Îöåíêà èíòåðïîëÿöèè íà êîíå÷íîì ýëåìåíòå e 199Òîãäà
‖v‖2

L2(e)
=

∫

e

v2(x, y)dxdy =

∫

ê

| det Ĵ |v̂2(s, t)dsdt = | det Ĵ | ‖v̂‖2
L2(ê)

. (5)Ïîñêîëüêó
∂v̂

∂s
=

∂v

∂x

∂x

∂s
+

∂v

∂y

∂y

∂s
,

∂v̂

∂t
=

∂v

∂x

∂x

∂t
+

∂v

∂y

∂y

∂t
,òî

∇̂v̂ = ĴT∇v, ∇v = (ĴT )−1∇̂v̂, (6)ãäå ∇̂ è ∇ � îïåðàòîðû ãðàäèåíòîâ. Îòñþäà äëÿ åâêëèäîâîé äëèíû âåê-òîðà ∇v ïîëó÷àåì îöåíêó
‖∇v‖2

6 ‖Ĵ−1‖2‖∇̂v̂‖2,è, ñëåäîâàòåëüíî,
‖∇v‖2

L2(e)
6 ‖Ĵ−1‖2| det Ĵ | ‖∇̂v̂‖2

L2(ê)
. (7)Ïðè îöåíêå èíòåðïîëÿöèè íà e äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî âîñïîëüçî-âàòüñÿ ëåììîé 3, íóæíà îöåíêà |v̂|H2(ê) ÷åðåç |v|H2(e). Ïî îïðåäåëåíèþ

|v̂|2H2(ê) =

∫

ê

[(
∂2v̂

∂s2

)2

+

(
∂2v̂

∂t∂s

)2

+

(
∂2v̂

∂s∂t

)2

+

(
∂2v̂

∂t2

)2
]

dsdt =

=

∫

ê

(∥∥∥∥∇̂
∂v̂

∂s

∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∇̂
∂v̂

∂t

∥∥∥∥
2)

dsdt.

(8)
Â ñèëó (6) ïåðâàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ∇̂v̂ ðàâíà ïåðâîé êîìïîíåíòåâåêòîðà ĴT∇v, ò.å. ∂v̂/∂s =

(
ĴT∇v

)
1
. Ïîýòîìó

∇̂∂v̂

∂s
= ĴT∇

(
ĴT∇v

)
1



200 Ëåêöèÿ 16è, ñëåäîâàòåëüíî,
∥∥∥∥∇̂

∂v̂

∂s

∥∥∥∥
2

=
∥∥ĴT∇

(
ĴT∇v

)
1

∥∥2
6 ‖Ĵ‖2

∥∥∇
(
ĴT∇v

)
1

∥∥2
=

= ‖Ĵ‖2

[(
∂

∂x

(
ĴT∇v

)
1

)2

+

(
∂

∂y

(
ĴT∇v

)
1

)2
]

=

= ‖Ĵ‖2

[(
ĴT∇∂v

∂x

)2
1
+
(
ĴT∇∂v

∂y

)2
1

]
.Àíàëîãè÷íî,

∥∥∥∥∇̂
∂v̂

∂t

∥∥∥∥
2

6 ‖Ĵ‖2

[(
ĴT∇∂v

∂x

)2
2
+
(
ĴT∇∂v

∂y

)2
2

]è, ñëåäîâàòåëüíî,
∥∥∥∥∇̂

∂v̂

∂s

∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∇̂
∂v̂

∂t

∥∥∥∥
2

6 ‖Ĵ‖2

(∥∥∥∥Ĵ∇
∂v

∂x

∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥Ĵ∇
∂v

∂y

∥∥∥∥
2)

6

6 ‖Ĵ‖4

(∥∥∥∥∇
∂v

∂x

∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∇
∂v

∂y

∥∥∥∥
2)

.Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (8), ïîëó÷èì
|v̂|2H2(ê) 6 ‖Ĵ‖4| det Ĵ |−1 |v|2H2(e).Èñêîìàÿ ñâÿçü ìåæäó H2-íîðìàìè ïî ê è e óñòàíîâëåíà. Ñ ó÷åòîì ýòîãîíåðàâåíñòâà â ñèëó (5), (7) è ëåììû 3 íàõîäèì, ÷òî

‖v − ihv‖2
L2(e)

6 c ‖Ĵ‖4 |v|2H2(e),

‖∇(v − ihv)‖2
L2(e)

6 c ‖Ĵ−1‖2‖Ĵ‖4 |v|2H2(e).
(9)Îñòàëîñü îöåíèòü íîðìû Ĵ è Ĵ−1. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íàéòè ìàê-ñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ĴT Ĵ , ÷åðåç êî-òîðûå óêàçàííûå íîðìû âûðàæàþòñÿ, îäíàêî ýòè âûðàæåíèÿ äîâîëüíîãðîìîçäêè. Äëÿ îöåíêè ìû âîñïîëüçóåìñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ñîîáðàæåíè-ÿìè.Ïóñòü

ξ = Bξ̂ + b (10)



3. Îöåíêà èíòåðïîëÿöèè íà êîíå÷íîì ýëåìåíòå e 201à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå òðåóãîëüíèê ê ïëîñêîñòè Ost âòðåóãîëüíèê e ïëîñêîñòè Oxy. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ĥ è h äèàìåòðû ýòèõòðåóãîëüíèêîâ, ò.å. äèàìåòðû ìèíèìàëüíûõ êðóãîâ, ñîäåðæàùèõ ê è e,ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðåç ρ̂ è ρ � äèàìåòðû âïèñàííûõ â ê è e îêðóæíîñòåé.Ëåììà 4. Äëÿ íîðì îïåðàòîðîâ B è B−1, ñîãëàñîâàííûõ ñ åâêëèäîâîéíîðìîé âåêòîðà, ñïðàâåäëèâû îöåíêè
‖B‖ 6 h/ρ̂, ‖B−1‖ 6 ĥ/ρ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ

‖B‖ = sup
‖ξ̂‖=1

‖Bξ̂‖ =
1

ρ̂
sup
‖ξ̂‖=ρ̂

‖Bξ̂‖. (11)Ëþáîé âåêòîð ξ̂ äëèíû ρ̂ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ξ̂ = ξ̂1 − ξ̂2, ãäå
ξ̂1, ξ̂2 ∈ ê. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü ðàçíîñòü ìåæäó ïîäõîäÿùèìèäèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè âïèñàííîé â ê îêðóæíîñòè,äèàìåòð êîòîðîé êàê ðàç ðàâåí ρ̂. Ïðè ýòîì â ñèëó (10)

Bξ̂ = Bξ̂1 − Bξ̂2 = (ξ1 − b) − (ξ2 − b) = ξ1 − ξ2,ãäå ξ1, ξ2 ∈ e. Ïîñêîëüêó äèàìåòð e ðàâåí h, òî ‖ξ1 − ξ2‖ 6 h è, ñëåäîâà-òåëüíî,
‖Bξ̂‖ 6 h.Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó â (11), ïðèõîäèì ê ïåðâîìó íåðàâåíñòâó, óòâåð-æäàåìîìó ëåììîé. Âòîðîå íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.Ñëåäñòâèå 1. Ïîñêîëüêó äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ê, èçîáðà-æåííîãî íà ðèñ. 1, äèàìåòð ĥ =
√

2, à ρ̂ = 4ĥ sin π
4 sin2 π

8 = 2 −
√

2, òî
‖Ĵ‖ 6 h/(2 −

√
2), ‖Ĵ−1‖ 6

√
2/ρ. (12)Ëåììà 5. Ïóñòü äèàìåòð êîíå÷íîãî ýëåìåíòà e ðàâåí h, à äèàìåòðâïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè � ρ. Òîãäà

‖v − ihv‖L2(e) 6 c h2 |v|H2(e).Åñëè ê òîìó æå ρ > c h, òî è
‖∇(v − ihv)‖L2(e) 6 c h |v|H2(e).



202 Ëåêöèÿ 16Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû âûòåêàåò èç îöåíîê (9) è (12).Çàìå÷àíèå 2. Óòâåðæäåíèå ëåììû îñòàåòñÿ â ñèëå è â òîì ñëó÷àå, åñëè,íàïðèìåð, îäíó èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà íàäëåæàùèì îáðàçîì çàìåíèòüãëàäêîé êðèâîé.4. Àïïðîêñèìàöèÿ è ñõîäèìîñòüÏóñòü πh � òðèàíãóëÿöèÿ îáëàñòè Ω, ò.å. Ω =
⋃

e(i)∈πh

e(i), ïðè÷åì äèà-ìåòðû âñåõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ e(i) îãðàíè÷åíû ñâåðõó h:
max

i
h(i)

6 h.Îïðåäåëåíèå 1. Òðèàíãóëÿöèÿ πh íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè äëÿêàæäîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà e(i) ∈ πh

ρ(i)
> c h,ãäå c íå çàâèñèò îò òðèàíãóëÿöèè.Òåîðåìà 1. Åñëè òðèàíãóëÿöèÿ πh ïîëèãîíàëüíîé îáëàñòè Ω ðåãóëÿð-íàÿ, à �óíêöèÿ v(x, y) ∈ H2(Ω), òî

‖v − ihv‖1 6 c h |v|2,ãäå c íå çàâèñèò íè îò òðèàíãóëÿöèè, íè îò v.Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 5.Çàìå÷àíèå 3. Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íà äâóìåðíûé ñëó÷àéòåîðåìû 12.2.Â îáëàñòè Ω ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿÏóàññîíà
−∆u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω, u = 0, (x, y) ∈ ∂Ω. (13)Âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà ýòîé çàäà÷è òàêîâà: íàéòè

u ∈ H1
0(Ω) : a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H1

0(Ω), (14)



4. Àïïðîêñèìàöèÿ è ñõîäèìîñòü 203ãäå
a(u, v) :=

∫∫

Ω

(∇u)T∇v dxdy, l(v) :=

∫∫

Ω

fv dxdy. (15)Ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è áóäåò �óíêöèÿ
uh ∈

◦
S

h

1 : a(uh, vh) = l(vh) ∀vh ∈
◦
S

h

1 , (16)ãäå Sh
1 � ââåäåííîå â ëåêöèè 8 ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ íåïðåðûâ-íûõ �óíêöèé íà òðèàíãóëÿöèè πh, à ◦

S
h

1 ⊂ H1
0 � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî. Âñèëó íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà èç ëåììû 2 êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà a(v, v) íà

H1
0(Ω) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîìýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû, ýêâèâàëåíòíîé íîðìå â H1(Ω). Â ñèëó òåîðåìû11.2

‖u − uh‖1 6 c ‖u − ihu‖1, (17)è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòîÒåîðåìà 2. Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (13) u(x, y) ∈ H2(Ω), ðåøåíèå çàäà÷è
(16) uh ∈ Sh

1 , à òðèàíãóëÿöèÿ πh îáëàñòè Ω ðåãóëÿðíàÿ, òî
‖u − uh‖1 6 c h |u|2,ãäå ïîñòîÿííàÿ c íå çàâèñèò íè îò u, íè îò òðèàíãóëÿöèè.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà (17) è òåîðåìû 1.Çàìå÷àíèå 4. Óñëîâèå u(x, y) ∈ H2(Ω) äëÿ ïîëèãîíàëüíûõ îáëàñòåéÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî îãðàíè÷èòåëüíûì. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ïîëèãîíàëüíàÿîáëàñòü âûïóêëà, òî ýòî óñëîâèå ïðè f(x, y) ∈ L2(Ω) çàâåäîìî âûïîëíÿ-åòñÿ, à åñëè îíà òàêîâîé íå ÿâëÿåòñÿ, òî, âîîáùå ãîâîðÿ, u(x, y)∈H2(Ω)äàæå ïðè ñêîëü óãîäíî ãëàäêîé f(x, y). Â ýòîì ñëó÷àå u(x, y) ïðèíàäëå-æèò ëèøü ïðîñòðàíñòâó Hα äðîáíîãî ïîðÿäêà α ∈ (1, 2), íî ìû çäåñüîïðåäåëåíèå ýòèõ ïðîñòðàíñòâ íå äàâàëè. �àçóìååòñÿ, äëÿ íåâûïóêëûõìíîãîóãîëüíèêîâ òåîðåìà 2 íåïðèìåíèìà. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îöåíêè ñêî-ðîñòè ñõîäèìîñòè íóæíû íîâûå îöåíêè èíòåðïîëÿöèè ñ ó÷åòîì ìåíüøåéãëàäêîñòè èíòåðïîëèðóåìîé �óíêöèè (è ìåíüøåé òî÷íîñòè). Îòìåòèì,÷òî è äëÿ íåâûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ âîçìîæíà îöåíêà òî÷íîñòè O(h),



204 Ëåêöèÿ 16îäíàêî äëÿ ýòîãî íóæíî ïðè ðåøåíèè èñïîëüçîâàòü òðèàíãóëÿöèþ, ñïåöè-àëüíûì îáðàçîì ñãóùàþùóþñÿ ê âåðøèíàì íåâûïóêëûõ óãëîâ. �åøåíèåñìåøàííîé çàäà÷è èç ëåêöèè 8 òàêæå, âîîáùå ãîâîðÿ,H2 íå ïðèíàäëåæèò.5. Óïðàæíåíèÿ1. Ïóñòü Ω � ïîëèãîíàëüíàÿ îáëàñòü, à u(x, y) ∈ H2(Ω) � ðåøåíèåçàäà÷è (13). Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è îïðåäåëèì êàê (16). Äî-êàçàòü, ÷òî
‖u − uh‖0 6 c h2|u|2.Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 14.3.2. Ïóñòü Ω � ïîëèãîíàëüíàÿ îáëàñòü, à u(x, y) ∈ H3(Ω) � ðåøåíèåçàäà÷è (13). Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è îïðåäåëèì êàê (16), íîñ çàìåíîé Sh

1 íà Sh
2 � ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûõ íåïðåðûâíûõ�óíêöèé, ââåäåííûõ â ï.1 ëåêöèè 10. Äîêàçàòü, ÷òî

‖u − uh‖1 6 c h2|u|3, ‖u − uh‖−1 6 c h4|u|3.Óêàçàíèå. Îáîáùèòü îöåíêè (9) íà ñëó÷àé ihv ∈ P2(e). Âîñïîëüçî-âàòüñÿ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 14.4.3. Óòî÷íÿÿ îöåíêè â ðàññóæäåíèÿõ ëåììû 2, äîêàçàòü, ÷òî óòâåðæäå-íèå âåðíî è ñ ïîñòîÿííîé l/2 âìåñòî l/
√

2.



Ëåêöèÿ 17
ÑÕÅÌÛ Ñ ×ÈÑËÅÍÍÛÌ ÈÍÒÅ��È�ÎÂÀÍÈÅÌ
Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ÌÊÝ â ãàëåðêèíñêîì âàðèàíòå, êîòî-ðûé, â ÷àñòíîñòè, ïðåäïîëàãàåò, ÷òî áèëèíåéíàÿ è ëèíåéíàÿ �îðìû â èñ-õîäíîé çàäà÷å è â êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñîâïàäàþò. Îäíàêî ñîõðàíåíèå ýòî-ãî ïðåäïîëîæåíèÿ äåëàåò ðàññìîòðåííûå íàìè ÌÊÝ ïðàêòè÷åñêè íåðåà-ëèçóåìûìè, èáî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû æåñòêîñòè è âåêòîðà íàãðóçêèíóæíî âû÷èñëÿòü íåêîòîðûå èíòåãðàëû, êîòîðûå â ýëåìåíòàðíûõ �óíê-öèÿõ ìîãóò íå âûðàæàòüñÿ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàíèå ïðèáëè-æåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ, à ýòî ñðàçó âûâîäèò íàñ çà ðàìêè ìåòîäà�àëåðêèíà. Â ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, íè÷åãî ñòðàøíîãî íåò; ïðîñòî òåïåðüíóæíî åùå óìåòü îöåíèâàòü âëèÿíèå ïðèáëèæåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íàòî÷íîñòü ïîëó÷àåìîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Öåëüþ íàñòîÿùåé ëåêöèèêàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ âûÿñíåíèå ýòîãî âîïðîñà. Â ÷àñòíîñòè, áóäóò óêàçàíûóñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ òî÷íîñòü êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ðåøå-íèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèáëèæåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íå óìåíüøàåòñÿïî ñðàâíåíèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ãàëåðêèíñêèì âàðèàíòîì.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âñÿêàÿ âñÿ÷èíà�àññìîòðèì (ñì. ï. 1 ëåêöèè 11) çàäà÷ó îòûñêàíèÿ �óíêöèè

u ∈ H : a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H. (1)205



206 Ëåêöèÿ 17�àíüøå ýòó çàäà÷ó ìû ðåøàëè ïðèáëèæåííî ïðè ïîìîùè ÌÊÝ ãàëåðêèí-ñêîãî òèïà. Èìåííî, èñêàëè
uh ∈ Hh ⊂ H : a(uh, vh) = l(vh) ∀vh ∈ Hh. (2)Òåïåðü âìåñòî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ uh � ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) � áóäåìèñêàòü "âîçìóùåííîå" ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

uh
∗ ∈ Hh : a∗(u

h
∗, v

h) = l∗(v
h) ∀vh ∈ Hh. (3)Áóäåì ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî áèëèíåéíàÿ �îðìà a∗(wh, vh) ðàâíî-ìåðíî Hh-ýëëèïòè÷íà, ò.å.

∃ θ > 0, θ 6= θ(h), ∀vh ∈ Hh, θ‖vh‖2
H 6 a∗(v

h, vh). (4)Íàøà çàäà÷à � îöåíèòü âëèÿíèå âîçìóùåíèé �îðì a(wh, vh) è l(vh), îïðå-äåëÿåìûõ a∗(wh
∗ , v

h) è l∗(vh), íà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå uh.Ïðè àíàëèçå ïðîñòåéøèõ ñèòóàöèé ïîëåçíàÒåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (4). Òîãäà äëÿ ðàçíîñòè ðåøåíèéçàäà÷ (2) è (3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖uh − uh

∗‖2
H 6

1

θ

[
|a∗(uh, uh − uh

∗) − a(uh, uh − uh
∗)|+

+ |l∗(uh − uh
∗) − l(uh − uh

∗)|
]
.

(5)Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ (2) è (3), íàõîäèì, ÷òî
a∗(u

h − uh
∗ , u

h − uh
∗) = a∗(u

h, uh − uh
∗) − a∗(u

h
∗, u

h − uh
∗) =

= a∗(u
h, uh − uh

∗) − l∗(u
h − uh

∗) =

=
[
a∗(u

h, uh − uh
∗) − a(uh, uh − uh

∗)
]
−
[
l∗(u

h − uh
∗) − l(uh − uh

∗)
]
.Ïðèíèìàÿ òåïåðü âî âíèìàíèå óñëîâèå (4), ïðèõîäèì ê (5).Ïðèìåíèì äîêàçàííóþ òåîðåìó äëÿ àíàëèçà ÌÊÝ, â êîòîðîì êîý��è-öèåíòû áèëèíåéíîé è ëèíåéíîé �îðì çàìåíåíû èõ ïðèáëèæåíèÿìè.



1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âñÿêàÿ âñÿ÷èíà 207Ïðèìåð 1. Ïóñòü
a(w, v) =

∫ 1

0

(p(x)w′v′ + q(x)wv) dx =

N∑

i=1

∫

e(i)

(pw′v′ + qwv) dx,

l(v) =

N∑

i=1

∫

e(i)

fv dx,

a∗(w, v) =
N∑

i=1

∫

e(i)

(p∗w
′v′ + q∗wv) dx, l∗(v) =

N∑

i=1

∫

e(i)

f∗v dx

(6)
è äëÿ êîý��èöèåíòîâ p(x), q(x) è p∗(x), q∗(x) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (11.16).Òîãäà óñëîâèå (4) òîæå âûïîëíåíî. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà Êîøè - Áóíÿ-êîâñêîãî è Êîøè, íàõîäèì, ÷òî

|a∗(w, v) − a(w, v)| =

∣∣∣∣
N∑

i=1

∫

e(i)

[(p(i)
∗ − p)w′v′ + (q(i)

∗ − q)wv] dx

∣∣∣∣6

6

N∑

i=1

max
e(i)

(
|p(i)

∗ − p| + |q(i)
∗ − q|

)∫

e(i)

(|w′v′| + |wv|)dx 6

6 max
i

max
x∈e(i)

(
|p(i)

∗ − p(x)| + |q(i)
∗ − q(x)|

)
‖w‖1‖v‖1.

(7)
Àíàëîãè÷íî

|l∗(v) − l(v)| 6 max
i

max
x∈e(i)

|f (i)
∗ − f(x)| ‖v‖1. (8)Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü îöåíêè (7) è (8) ïðè w = uh è v = uh − uh

∗ â (5), áóäåìèìåòü
‖uh − uh

∗‖1 6
1

θ

{
max

i
max
x∈e(i)

(
|p(i)

∗ − p(x)| + |q(i)
∗ − q(x)|

)
‖uh‖1+

+ max
i

max
x∈e(i)

|f (i)
∗ − f(x)|

}
. (9)Èç ðàññóæäåíèé òèïà èñïîëüçîâàííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 14.1âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ uh(x) ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ



208 Ëåêöèÿ 17îöåíêà (14.14), ò.å. ‖uh‖1 6 c ‖f‖0 = 
onst. Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó â (9),íàõîäèì, ÷òî
‖uh − uh

∗‖1 6 c max
i

max
x∈e(i)

(
|p(i)

∗ − p(x)| + |q(i)
∗ − q(x)| + |f (i)

∗ − f(x)|
)

.Ïóñòü p(x), q(x), f(x) ∈ C1[0, 1] è g
(i)
∗ � èíòåðïîëÿíò íóëåâîé ñòåïåíèíà e(i) �óíêöèè g(x). Òîãäà

max
x∈e(i)

(
|p(i)

∗ − p(x)| + |q(i)
∗ − q(x)| + |f (i)

∗ − f(x)|
)

= O(h),ãäå h = max
i

h(i), è, ñëåäîâàòåëüíî,
‖uh − uh

∗‖1 = O(h).Åñëè uh ∈ Sh
1 , òî â ñèëó òåîðåìû 12.3 ‖u − uh‖1 = O(h) , à ïîýòîìó è

‖u − uh
∗‖1 6 ‖u − uh‖1 + ‖uh − uh

∗‖1 = O(h),ò.å. óêàçàííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êîý��èöèåíòîâ p, q è f íå óìåíüøàåò ïî-ðÿäêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÌÊÝ â ñìûñëå íîðìû ïðîñòðàíñòâà H1.Çàìå÷àíèå 1. Ïðè òàêîé àïïðîêñèìàöèè êîý��èöèåíòîâ ñêîðîñòü ñõî-äèìîñòè â L2 è ñóïåðñõîäèìîñòü â óçëàõ xi äëÿ uh
∗ ∈ Sh

1 , âîîáùå ãîâîðÿ,íå ñîõðàíÿåòñÿ.Åñëè a∗(w, v) è l∗(v) ñòðîÿòñÿ ïî a(w, v) è l(v) ïðè ïîìîùè êâàäðàòóð-íûõ �îðìóë, òî äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè uh
∗ òåîðåìà 1 îêàçûâàåòñÿ íå ñòîëüïîëåçíîé. Çäåñü íàì ïîòðåáóåòñÿ áîëåå òîíêàÿÒåîðåìà 2 (ëåììà Ñòðåíãà). Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (4) è áèëèíåéíàÿ�îðìà a(w, v) íåïðåðûâíà, ò.å.

∃ θ > 0, ∀w, v ∈ H, |a(w, v)| 6
1

θ
‖w‖H‖v‖H , (10)òî

‖u − uh
∗‖H 6 c

{
inf

wh∈Hh

[
‖u − wh‖H + sup

vh∈Hh

|a(wh, vh) − a∗(wh, vh)|
‖vh‖H

]
+

+ sup
vh∈Hh

|l(vh) − l∗(vh)|
‖vh‖H

}
. (11)



1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âñÿêàÿ âñÿ÷èíà 209Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü wh è vh � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç ïðî-ñòðàíñòâà Hh. Òîãäà
a∗(u

h
∗ − wh, vh) = a∗(u

h
∗, v

h) − a∗(w
h, vh) =

= l∗(v
h) − a∗(w

h, vh) − l(vh) + a(u, vh) − a(wh, vh) + a(wh, vh) =

= a(u − wh, vh) + [a(wh, vh) − a∗(w
h, vh)] + [l∗(v

h) − l(vh)].Ïîëàãàÿ çäåñü vh = uh
∗−wh è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (4) è (10), çàêëþ÷àåì,÷òî

θ‖uh
∗ − wh‖H 6

1

θ
‖u − wh‖H+

+
|a(wh, uh

∗ − wh) − a∗(wh, uh
∗ − wh)|

‖uh
∗ − wh‖H

+
|l∗(uh

∗ − wh) − l(uh
∗ − wh)|

‖uh
∗ − wh‖H

6

6
1

θ
‖u − wh‖H + sup

vh

|a(wh, vh) − a∗(wh, vh)|
‖vh‖H

+ sup
vh

|l∗(vh) − l(vh)|
‖vh‖H

.Êîìáèíèðóÿ ýòó îöåíêó ñ íåðàâåíñòâîì
‖u − uh

∗‖H 6 ‖u − wh‖H + ‖uh
∗ − wh‖Hè áåðÿ íèæíþþ ãðàíü ïî wh ∈ Hh, ïîëó÷èì (11).Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ êâàäðàòóðíûõ �îðìóë, èñïîëüçóåìûõ ïðè âû-÷èñëåíèè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû æåñòêîñòè è âåêòîðà íàãðóçêè, íà òî÷íîñòüìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå íîðìû, êîòîðûåðàíüøå â ýòîì òåêñòå íå âñòðå÷àëèñü. Èìåííî, ïóñòü

‖v‖Lp
:=

(∫ 1

0

|v(x)|p dx

)1/p

, 1 6 p < ∞åñòü íîðìà áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà Lp(0, 1) �óíêöèé, ìîäóëü êîòîðûõ ñóì-ìèðóåì ñ p-îé ñòåïåíüþ. Ýòà íîðìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íà ñëó÷àé p ∈
[1,∞) ãèëüáåðòîâîé íîðìû L2(0, 1). Äàëåå, ïóñòü

‖v‖L∞
:= vray max

x∈[0,1]

|v(x)| ≡ ess sup
x∈[0,1]

|v(x)| := lim
p→∞

‖v‖Lp
.Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî L∞(0, 1) ñîñòîèò èç ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ�óíêöèé, ò.å. èç �óíêöèé, êîòîðûå ëèáî ñàìè îãðàíè÷åíû, ëèáî ñòàíî-âÿòñÿ òàêîâûìè ïîñëå èñïðàâëåíèÿ íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü. Íàïðèìåð,



210 Ëåêöèÿ 17�óíêöèÿ, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 1, èìååò L∞-íîðìó ðàâíóþ 1, â òî âðåìÿêàê åå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíî 2.
•

x

1

2

1�èñ. 1Îòìåòèì, ÷òî åñëè v(x) ∈ C[0, 1], òî ‖v‖C = ‖v‖L∞
.Íàêîíåö, ïóñòü

‖v‖W s
p

:=

(
s∑

l=0

‖v(l)‖p
Lp

)1/p

∼
s∑

l=0

‖v(l)‖Lp
, 1 6 p 6 ∞åñòü íîðìà ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà W s

p (0, 1)�óíêöèé, ÷üè l-å îáîáùåí-íûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà s ñóììèðóåìû ñ p -îé ñòåïåíüþ. Èçâåñòíî,÷òî ïðè p 6 q ïðîñòðàíñòâî W s
q âêëàäûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî W s

p , è èìååòìåñòî íåðàâåíñòâî
‖v‖W s

p
6 ‖v‖W s

q
, p 6 q. (12)Åñëè ââåäåííûå íîðìû áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ èçìåðåíèÿ �óíêöèé,çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå, îòëè÷íîì îò åäèíè÷íîãî îòðåçêà, òî ýòî ìíîæå-ñòâî áóäåò óêàçàíî â ñêîáêàõ ðÿäîì ñ èäåíòè�èêàòîðîì íîðìû, íàïðèìåð,

W s
p (e(i)).Íàïîìíèì, ÷òî îöåíèòü ñâåðõó íåêîòîðóþ íîðìó �óíêöèè ÷åðåç åå áî-ëåå ñëàáóþ íîðìó, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ. Íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâà îöåí-êà(11.18) èç ëåììû 11.1, à îáðàòíîå íåðàâåíñòâî íåâîçìîæíî. Îäíàêî,ýòîò çàïðåò ñíèìàåòñÿ äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðè ýòîì ïî-ñòîÿííàÿ â îáðàòíîì íåðàâåíñòâå ñòàíîâèòñÿ çàâèñÿùåé îò ðàçìåðíîñòèðàññìàòðèâàåìîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. ×àñòíûé ñëó÷àé òàêèõîöåíîê ñîäåðæèò



1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âñÿêàÿ âñÿ÷èíà 211Ëåììà 1 (îáðàòíîå íåðàâåíñòâî). Ïóñòü �óíêöèÿ vh(x) òàêîâà, ÷òî
vh|e(i) ∈ Pk(e

(i)). Òîãäà äëÿ ëþáûõ öåëûõ l 6 m 6 k

∣∣ vh
∣∣
Hm(e(i))

6 c
(
h(i)
)l−m ∣∣ vh

∣∣
H l(e(i))

, (13)ãäå c � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò h(i).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ŵ(t) = (v̂(t))(l), ãäå v̂(t) ∈ P̂k. Â ñèëó îïðå-äåëåíèÿ ïîëóíîðìû è êîíå÷íîìåðíîñòè P̂k ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
|ŵ|m−l 6 ‖ŵ‖m−l 6 c ‖ŵ‖0 = c|ŵ|0.Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïðåäñòàâëåíèå ŵ(t), áóäåì èìåòü
|v̂(l)|m−l = |v̂|m 6 c |v̂(l)|0 = c |v̂|l. (14)Ïîñòîÿííàÿ c çäåñü è âûøå çàâèñèò òîëüêî îò k. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðå-ìåííîé

t = (x − xi−1)/h
(i). (15)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

v̂(t) = v̂

(
x − xi−1

h(i)

)
= vh(x), x ∈ e(i),ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó

|v̂|j =
(
h(i)
)j−1/2

|vh|Hj(e(i)), j = 0, . . . , k. (16)Óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (14).Ïðè èññëåäîâàíèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ î÷åíü ïîëåçíà ñëåäóþ-ùàÿËåììà 2 (Áðýìáëà-�èëáåðòà). Ïóñòü f � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé �óíê-öèîíàë, çàäàííûé íà ïðîñòðàíñòâå W s
p (0, 1) è îáðàùàþùèéñÿ â íóëü íàïîëèíîìàõ p(x) ∈ Ps−1(0, 1). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿïîñòîÿííàÿ c, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò �óíêöèîíàëà, ÷òî

|f(v)| 6 c |v|W s
p

∀ v ∈ W s
p (0, 1).



212 Ëåêöèÿ 17Äîêàçàòåëüñòâî, ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü èçëîæåíèå, ïðîâåäåì ïðèäîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî p > 2 è f íåïðåðûâåí è íà Hs. Âñèëó ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïðè ëþáîé v ∈ W s
p (0, 1), p > 2, ñïðàâåäëèâîíåðàâåíñòâî

|f(v)| 6 c ‖v‖s.Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ëåììû äëÿ ëþáîãî p(x) ∈ Ps−1(0, 1)

f(v + p) = f(v),÷òî âìåñòå ñ ïðåäûäóùèì íåðàâåíñòâîì ïðèâîäèò ê îöåíêå
|f(v)| 6 c ‖v + p‖s,à åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ëåììó 13.11, òî áóäåì èìåòü
|f(v)| 6 c ˜‖v + p‖s.Âûáèðàÿ òåïåðü p(x) ∈ Ps−1(0, 1) ñîãëàñíî ëåììå 13.12, íàéäåì, ÷òî

|f(v)| 6 c |v|s.Óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò îòñþäà è èç (12).2. Èñïîëüçîâàíèå êâàäðàòóðÏóñòü ĝ(t) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, çàäàííàÿ íà [0, 1]. Äëÿ ïðèáëè-æåííîãî âû÷èñëåíèÿ ∫ 1

0 ĝ(t)dt ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êâàäðàòóðíóþ �îð-ìóëó
Ŝ(ĝ) :=

L∑

l=1

ω̂lĝ(t∗l ), (17)ãäå ω̂l � âåñà êâàäðàòóðíîé �îðìóëû, à t∗l � óçëû. Ïóñòü ýòà êâàäðàòóð-íàÿ �îðìóëà òî÷íà íà ïîëèíîìàõ m-îé ñòåïåíè, ò.å.
Ê(p̂) :=

∫ 1

0

p̂(t) dt − Ŝ(p̂) = 0 ∀ p̂ ∈ Pm(0, 1). (18)



2. Èñïîëüçîâàíèå êâàäðàòóð 213Êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà Ŝ(ĝ) èíäóöèðóåò êâàäðàòóðíûå �îðìóëû íà êî-íå÷íûõ ýëåìåíòàõ e(i) = [xi−1, xi]. Èìåííî, äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííîé (15),ïîëó÷èì
∫

e(i)

g(x) dx = h(i)

∫ 1

0

g(xi−1 + h(i)t) dt = h(i)

∫ 1

0

ĝ(i)(t) dt ∼

∼ h(i)Ŝ
(
ĝ(i)
)

=
L∑

l=1

ω
(i)
l g(xi−1 + h(i)t∗l ) =

L∑

l=1

ω
(i)
l g
(
x

(i)
l

)
= S(i)(g).

(19)
Çäåñü

ω
(i)
l = h(i)ω̂l, x

(i)
l = xi−1 + h(i)t∗l . (20)Ïîëîæèì

a∗(w, v) :=

N∑

i=1

S(i)(pw′v′ + qwv), l∗(v) :=

N∑

i=1

S(i)(fv). (21)Òîãäà
a(w, v) − a∗(w, v) =

N∑

i=1





∫

e(i)

(pw′v′ + qwv) dx − S(i)(pw′v′ + qwv)



 =

=
N∑

i=1

{
E(i)(pw′v′) + E(i)(qwv)

}
, (22)ãäå

E(i)(g) =

∫

e(i)

g(x) dx − S(i)(g), (23)à
l(v) − l∗(v) =

N∑

i=1

E(i)(fv). (24)Òåì ñàìûì, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 2, íóæíî óìåòü îöåíèâàòü
E(i) èç (23) îò ñîîòâåòñòâóþùèõ àðãóìåíòîâ.



214 Ëåêöèÿ 17Ëåììà 3. Ïóñòü �óíêöèè vh(x) è wh(x) òàêîâû, ÷òî èõ ñóæåíèÿ íàêîíå÷íûé ýëåìåíò e(i) ñóòü ïîëèíîìû ñòåïåíåé k1 = k′
1 + k̄1 è k2 =

k′
2 + k̄2, ñîîòâåòñòâåííî, ò.å.

vh(x)
∣∣
e(i)∈ Pk1

(
e(i)
)
, wh(x)

∣∣
e(i)∈ Pk2

(
e(i)
)
, (25)à a(x) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà, åñëè êâàäðàòóðíàÿ �îð-ìóëà Ŝ(ĝ) òî÷íà íà ìíîãî÷ëåíàõ ñòåïåíè m > k̄1 + k̄2, ò.å.

Ê(p̂) = 0 ∀ p̂ ∈ P̂m, m > k̄1 + k̄2, (26)òî
∣∣ E(i)(awhvh)

∣∣6 c hm+1−k̄1−k̄2‖a‖Wm+1
∞ (e(i))‖wh‖

Hk′2(e(i))
‖vh‖

Hk′1(e(i))
, (27)ãäå k′

l è k̄l � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, à ïîñòîÿííàÿ c íå çàâèñèòîò h.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû Áðýìáëà-�èëáåðòà
|Ê(ĝ)| 6 ĉ |ĝ|Wm+1

∞
.Ïóñòü

ĝ(t) = â(t)ŵ(t)v̂(t), v̂(t) ∈ P̂k1, ŵ(t) ∈ P̂k2. (28)Òîãäà íà îñíîâàíèè �îðìóëû Ëåéáíèöà è â ñèëó êîíå÷íîìåðíîñòè P̂k1
è

P̂k2

∣∣ Ê(ĝ)
∣∣6 ĉ

∣∣ ĝ
∣∣
Wm+1

∞

6 ĉ

m+1∑

j=0

j∑

l=0

∣∣ â
∣∣
Wm+1−j

∞

∣∣ ŵ
∣∣
W l

∞

∣∣ v̂
∣∣
W j−l

∞

6

6 ĉ
m+1∑

j=0

j∑

l=0

∣∣ â
∣∣
Wm+1−j

∞

∣∣ ŵ
∣∣
l

∣∣ v̂
∣∣
j−l

.

(29)
Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé (15). Î÷åâèäíî, ÷òî

∣∣ â
∣∣
Wm+1−j

∞

=
(
h(i)
)m+1−j|a|Wm+1−j

∞ (e(i)).



2. Èñïîëüçîâàíèå êâàäðàòóð 215Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ýòî ñîîòíîøåíèå è ñîîòíîøåíèÿ (16), èç (29) ñó÷åòîì (28) íàõîäèì, ÷òî
∣∣ E(i)(awhvh)

∣∣= h(i)
∣∣ Ê(âŵv̂)

∣∣6

6 c
(
h(i)
)m+1

m+1∑

j=0

j∑

l=0

|a|Wm+1−j
∞ (e(i))|wh|H l(e(i))|vh|Hj−l(e(i)) 6

6 c
(
h(i)
)m+1‖a‖Wm+1

∞ (e(i))‖wh‖Hk2(e(i))‖vh‖Hk1(e(i)).Íî â ñèëó îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà (13)
‖ · ‖Hkj (e(i)) 6 c

(
h(i)
)−k̄j‖ · ‖

H
k′
j (e(i))

. j = 1, 2.Êîìáèíèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ñ ïðåäûäóùåé îöåíêîé, ïîëó÷èì (27).Çàìå÷àíèå 2. Ïóòåì óñëîæíåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêà (27) ëåììû 3ìîæåò áûòü óñèëåíà çà ñ÷åò îñëàáëåíèÿ òðåáîâàíèÿ ê ãëàäêîñòè �óíêöèè
a(x).Òåîðåìà 2, äàþùàÿ îöåíêó òî÷íîñòè âîçìóùåííîé çàäà÷è, ñîäåðæèòóñëîâèå (4) � óñëîâèåHh-ýëëèïòè÷íîñòè âîçìóùåííîé êâàäðàòè÷íîé �îð-ìû. Âûÿñíèòü îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà êâàäðàòóðíóþ �îðìóëóäëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ, íàì ïîìîæåòËåììà 4. Ïóñòü A è B � ñèììåòðè÷íûå íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöûñ ñîâïàäàþùèìè ÿäðàìè. Òîãäà îòâå÷àþùèå èì êâàäðàòè÷íûå �îðìûýêâèâàëåíòíû, ò.å. ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ δ > 0, ÷òî

∀x ∈ Rn δ xTBx 6 xTAx 6 δ−1xTBx, δ > 0. (30)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Z = kerA = kerB, p = dim Z < n è Rn =
Z ⊕ Y. Ïîñêîëüêó Az = Bz = 0 ïðè z ∈ Z, à Ay ∈ Y ∋ By ïðè y ∈ Y,òî äëÿ ëþáîãî x = z + y

xTAx = yTAy, xTBx = yTBy. (31)Îáîçíà÷èì ÷åðåç λp+1 ìèíèìàëüíîå îòëè÷íîå îò íóëÿ ñîáñòâåííîå çíà÷å-íèå ìàòðèöû A, à ÷åðåç λn � åå ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Äëÿìàòðèöû B àíàëîãè÷íóþ ðîëü èãðàþò ÷èñëà µp+1 è µn. Î÷åâèäíî, ÷òî
λp+1‖y‖2

6 yTAy 6 λn‖y‖2,

µp+1‖y‖2
6 yTBy 6 µn‖y‖2



216 Ëåêöèÿ 17è, ñëåäîâàòåëüíî,
λp+1

µn
yTBy 6 yTAy 6

λn

µp+1
yTBy.Îòñþäà è èç (31) ïðèõîäèì ê (30) ñ δ = min{λp+1/µn, µp+1/λn}.Ëåììà 5. Ïóñòü vh ∈ Sh

k , è äëÿ ∫ 1

0 ĝ(t)dt çàäàíà êâàäðàòóðíàÿ �îð-ìóëà (17) ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåñàìè ωl > 0. Òîãäà äëÿ ñïðàâåäëèâîñòèíåðàâåíñòâà
c
∣∣ vh

∣∣2
1
6

N∑

i=1

S(i)
(
|dvh/dx|2

)
6 c−1

∣∣ vh
∣∣2
1
, c 6= c(h), (32)äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:1◦ ÷èñëî óçëîâ êâàäðàòóðíîé �îðìóëû L > k,2◦ êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà Ŝ òî÷íà íà P̂2(k−1).Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (19) äîêàçûâàåìàÿ îöåíêà (32) ýêâèâàëåíò-íà íåðàâåíñòâó

c |v̂|21 6 Ŝ
(
|dv̂/dt|2

)
6 c−1 |v̂|21 v̂ ∈ P̂k. (33)Ïîñêîëüêó (dv̂/dt

)2 ∈ P̂2(k−1), òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 2◦
|v̂|21 = Ŝ

(
|dv̂/dt|2

)è íåðàâåíñòâà (32) èìåþò ìåñòî ñ c = 1.Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1◦. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ = [ϕ̂1ϕ̂2 . . . ϕ̂k+1] ìàò-ðèöó �óíêöèé �îðìû áàçèñíîãî ýëåìåíòà ê = [0, 1], à ÷åðåç
v̂ = [v̂1 v̂2 . . . v̂k+1]

T� åãî âåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé. Òîãäà v̂(t) = Φ̂v̂ è
|v̂|21 =

∫ 1

0

∣∣ dΦ̂/dt v̂
∣∣2 dt = v̂T K̂v̂,ãäå

K̂ =
[
k̂ij

]
, k̂ij =

∫ 1

0

dϕ̂i/dt dϕ̂j/dt dt.



2. Èñïîëüçîâàíèå êâàäðàòóð 217Àíàëîãè÷íî íàõîäèì, ÷òî
Ŝ
(
|dv̂/dt|2

)
= v̂T K̂∗v̂,ãäå

K̂∗ =
[
k̂∗ij

]
, k̂∗ij = Ŝ

(
dϕ̂i/dt dϕ̂j/dt

)
.Ïîêàæåì, ÷òî ÿäðà ýòèõ ìàòðèö ñîâïàäàþò. Î÷åâèäíî, ÷òî, åñëè |v̂|1 =

0, òî v̂(t) = 
onst, ò.å.
v̂1 = v̂2 = · · · = v̂k+1. (34)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè âåñîâ êâàäðàòóðíîé �îðìóëûðàâåíñòâî Ŝ(|dv̂/dt|2) = 0 âîçìîæíî ëèøü òîãäà, êîãäà íåîòðèöàòåëüíàÿ�óíêöèÿ (dv̂/dt)2 îáðàùàåòñÿ â íóëü âî âñåõ óçëàõ êâàäðàòóðíîé �îðìó-ëû, ò.å.

|dv̂/dt|
∣∣∣∣
t=t∗l

= 0, l = 1, . . . , L.Ïîñêîëüêó dv̂/dt ∈ P̂k−1, à L > k, òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò èìåòü ìåñòîòîëüêî äëÿ òîæäåñòâåííî íóëåâîé �óíêöèè dv̂/dt ≡ 0, 0 6 t 6 1. Ïîýòîìó
v̂(t) ≡ 
onst è v̂1 = v̂2 = · · · = v̂k+1, ÷òî ñîâïàäàåò ñ (34).Èòàê, ÿäðà K̂ è K̂∗ ñîâïàäàþò. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû K̂ çàâèñÿòòîëüêî îò âûáðàííûõ �óíêöèé �îðìû è íå çàâèñÿò îò ðàçáèåíèÿ îòðåçêà
[0, 1] íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû K̂∗ çàâèñÿò åùåîò êâàäðàòóðíîé �îðìóëû Ŝ, íî òàêæå íå çàâèñÿò îò ýëåìåíòîâ e(i). Ýòèðàññóæäåíèÿ âìåñòå ñ ëåììîé 4 ïðèâîäÿò ê (33), à, ñëåäîâàòåëüíî, è ê(32).Ëåììà 6. Ïóñòü vh ∈ S̃h

k èç (12.17), áèëèíåéíàÿ �îðìà a∗(wh, vh) çà-äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (21), à êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà Ŝ ïîä÷èíåíà óñëî-âèÿì ëåììû 5. Òîãäà, åñëè äëÿ êîý��èöèåíòîâ p(x) è q(x) âûïîëíåíûóñëîâèÿ (11.16), òî
a∗(v

h, vh) > c ‖vh‖2
1, c 6= c(h).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âåñîâûå êîý��èöèåíòû êâàäðàòóðíîé�îðìóëû ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, òî â ñèëó (11.16) èç (17) ñëå-äóåò, ÷òî

a∗(v
h, vh) > c0

N∑

i=1

S(i)
(
|dvh/dx|2

)
,



218 Ëåêöèÿ 17à ïðèìåíåíèå ëåììû 5 ïðèâîäèò ê îöåíêå
a∗(v

h, vh) > c0 c |vh|21.Â ñèëó ëåììû 11.2 ïðè v ∈ H̃1(0, 1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà |v|1 > ‖v‖0.Ïîñêîëüêó S̃h
k ⊂ H̃1(0, 1), à vh ∈ S̃h

k , òî îêîí÷àòåëüíî
a∗(v

h, vh) >
c0 c

2
‖vh‖2

1, vh ∈ S̃h
k .Òåîðåìà 3. Ïóñòü êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà èìååò ïîëîæèòåëüíûå êî-ý��èöèåíòû, ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé íà ìíîãî÷ëåíàõ èç P̂m, m > k−1, è ÷èñ-ëî åå óçëîâ L > k. Òîãäà, åñëè u(x) � ðåøåíèå çàäà÷è (1), (6), (11.15), èâûïîëíåíû óñëîâèÿ (11.16), (11.17), à uh

∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (3), (21) ïðè
Hh = S̃h

k , òî
‖u − uh

∗‖1 6

6 c

{
hk|u|k+1 + hm−k+2

[(
‖p‖Wm+1

∞
+ ‖q‖Wm+1

∞

)
‖u‖k+1 + ‖f‖Wm+1

∞

]}
.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ëåììà 6 èìååò ìå-ñòî, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèÿ (4) òåîðåìû 2 âûïîëíåíû. Â ñèëóýòîé òåîðåìû ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖u − uh
∗‖1 6 c

{
inf

wh∈S̃h
k

[
‖u − wh‖1 + sup

vh∈S̃h
k

|a(wh, vh) − a∗(wh, vh)|
‖vh‖1

]
+

+ sup
vh∈S̃h

k

|l(vh) − l∗(vh)|
‖vh‖1

}
.Ïîëîæèì çäåñü wh = ih,ku è âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 12.4, â ñèëó êîòîðîé

‖u − ih,ku‖1 6 c hk|u|k+1.Áóäåì èìåòü
‖u − uh

∗‖1 6 c

{
hk|u|k+1 + sup

vh∈S̃h
k

|a(ih,ku, vh) − a∗(ih,ku, vh)|
‖vh‖1

+

+ sup
vh∈S̃h

k

|l(vh) − l∗(vh)|
‖vh‖1

}
.

(35)



2. Èñïîëüçîâàíèå êâàäðàòóð 219Äàëåå, ïîñêîëüêó
|a(wh, vh) − a∗(w

h, vh)| =

∣∣∣∣
N∑

i=1

[
E(i)

(
p
dwh

dx

dvh

dx

)
+ E(i)(qwhvh)

] ∣∣∣∣, (36)òî ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 3, äà íå îäèí ðàç. Çàìåíèì ñíà÷àëà âëåììå 3 �óíêöèþ vh íà dvh/dx, à wh íà dwh/dx è ïîëîæèì a(x) = p(x).Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî k1 = k2 = k − 1. Ïîëîæèì òåïåðü k′
1 = 0, à

k′
2 = k− 1, ò.å. k̄1 = k− 1, k̄2 = 0. Òîãäà íåðàâåíñòâî (27) ëåììû 3 ïðèìåòâèä

∣∣∣∣ E
(i)

(
p
dwh

dx

dvh

dx

) ∣∣∣∣6 c hm−k+2‖p‖Wm+1
∞ (e(i))‖wh‖Hk(e(i))‖vh‖H1(e(i)).Åñëè æå â ëåììå 3 �óíêöèè wh è vh îñòàâèòü íà ìåñòå è ïîëîæèòü a(x) =

q(x), òî k1 = k2 = k. Ïóñòü, êðîìå òîãî, k′
1 = 1, à k′

2 = k, ò.å. k̄1 = k − 1,
k̄2 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì èìåòü

∣∣ E(i)
(
qwhvh

) ∣∣6 c hm−k+2‖q‖Wm+1
∞ (e(i))‖wh‖Hk(e(i))‖vh‖H1(e(i)).Îòñþäà è èç ïðåäøåñòâóþùåãî íåðàâåíñòâà íàõîäèì, ÷òî

∣∣∣∣ E
(i)

(
p
dwh

dx

dvh

dx
+ qwhvh

) ∣∣∣∣6

6 c hm−k+2
(
‖p‖Wm+1

∞ (e(i)) + ‖q‖Wm+1
∞ (e(i))

)
‖wh‖Hk(e(i))‖vh‖H1(e(i)).Ýòè îöåíêè ïîäñòàâèì â (36) è ê ðåçóëüòàòó ïîäñòàíîâêè ïðèìåíèì íåðà-âåíñòâî Êîøè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî áóäåì èìåòü

∣∣ a(wh, vh) − a∗(w
h, vh)

∣∣6
N∑

i=1

∣∣∣∣ E
(i)

(
p
dwh

dx

dvh

dx
+ qwhvh

) ∣∣∣∣6

6 c hm−k+2
(
‖p‖Wm+1

∞
+ ‖q‖Wm+1

∞

)
√√√√

N∑

i=1

‖wh‖2
Hk(e(i))

‖vh‖1.

(37)
Îöåíèì ‖ih,ku‖Hk(e(i)). Â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà è îöåíîê (12.23)

‖ih,ku‖Hk(e(i)) 6 ‖u‖Hk(e(i)) + ‖u − ih,ku‖Hk(e(i)) 6

6 ‖u‖Hk(e(i)) + c h |u|Hk+1(e(i)) 6 c ‖u‖Hk+1(e(i)).



220 Ëåêöèÿ 17Ïîëàãàÿ â (37) wh = ih,ku è èñïîëüçóÿ ýòó îöåíêó, áóäåì èìåòü
∣∣ a(ih,ku, vh) − a∗(ih,ku, vh)

∣∣6
6 c hm−k+2

(
‖p‖Wm+1

∞
+ ‖q‖Wm+1

∞

)
‖u‖k+1‖vh‖1.

(38)Îáðàòèìñÿ ê ïîñëåäíåìó ñëàãàåìîìó ïðàâîé ÷àñòè (35)
l(vh) − l∗(v

h) =

N∑

i=1

E(i)(fvh). (39)Ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 3 òåïåðü ïðè a(x) = f(x), wh = 1 è vh. Òîãäà
k1 = k, k2 = k′

2 = k̄2=0. Ïîëîæèì k′
1 = 1, ò.å. k̄1 = k − 1. Ïðè óêàçàííûõçíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èç (27) ñëåäóåò, ÷òî

∣∣ E(i)(fvh)
∣∣6 c hm−k+2‖f‖Wm+1

∞ (e(i))‖vh‖H1(e(i)).Îòñþäà è èç (39) ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâà Êîøè ïîëó÷àåì îöåíêó
∣∣ l(vh) − l∗(v

h)
∣∣6 c hm−k+2‖f‖Wm+1

∞
‖vh‖1.Êîìáèíèðóÿ (38) è ýòî íåðàâåíñòâî ñ (36), ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.Çàìå÷àíèå 3. Èç òåîðåì 3 è 12.5 ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê òî÷íîñòè â íîð-ìå ïðîñòðàíñòâà H1 ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ uh

∗ íå óìåíüøàåòñÿ ïî ñðàâ-íåíèþ ñ uh, åñëè èñïîëüçóåìûå êâàäðàòóðíûå �îðìóëû áóäóò òî÷íû íàìíîãî÷ëåíàõ ñòåïåíè m > 2(k − 1). Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêèõ m ãëàâíûé÷ëåí áèëèíåéíîé �îðìû
∫ 1

0

p(x)
duh

dx

dvh

dx
dxáóäåò âû÷èñëÿòüñÿ òî÷íî, åñëè uh, vh ∈ Sh

k , à p ≡ 
onst.Çàìå÷àíèå 4. Òðåáîâàíèÿ ê ãëàäêîñòè êîý��èöèåíòîâ p(x), q(x) è ïðà-âîé ÷àñòè f(x) ìîãóò áûòü ñíèæåíû, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå çàìå÷à-íèå 2.



3. Îöåíêè â ñëàáûõ íîðìàõ 2213. Îöåíêè â ñëàáûõ íîðìàõÂ ÷åòûðíàäöàòîé ëåêöèè áûëî ïîêàçàíî (òåîðåìû 14.3 è 14.4), ÷òî âñëàáûõ íîðìàõ (‖ · ‖−s) òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ uh ∈ Sh
k ïîâû-øàåòñÿ äî O(hk+s+1), s 6 k− 1. Èíòåðåñíî âûÿñíèòü, ñîõðàíÿþòñÿ ëè ýòèîöåíêè äëÿ uh

∗ , è, åñëè ñîõðàíÿþòñÿ, ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà êâàäðà-òóðíóþ �îðìóëó Ŝ. ×òîáû âûÿñíèòü ýòî, íàì ïîòðåáóåòñÿ óòâåðæäåíèå,â íåêîòîðîì ñìûñëå àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 2.Ïóñòü w � ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:
w ∈ H : a(v, w) = lϕ(v) ∀ v ∈ H. (40)Îáîçíà÷èì ÷åðåç W ′ ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê W ⊂ L2(0, 1).Òåîðåìà 4. Åñëè u, uh

∗ è w � ðåøåíèÿ çàäà÷ (1), (3) è (40), ñîîòâåò-ñòâåííî, òî
‖u − uh

∗‖W ′ = sup
ϕ∈W

1

‖ϕ‖W
inf

vh∈Hh

{
a(u − uh

∗ , w − vh)−

−
[
a(uh

∗, v
h) − a∗(u

h
∗, v

h)
]
+
[
l(vh) − l∗(v

h)
]}

.

(41)Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (40)
lϕ(u − uh

∗) = a(u − uh
∗ , w) = a(u − uh

∗ , w − vh) + a(u − uh
∗ , v

h) =

= a(u − uh
∗, w − vh) + a(u, vh) − a(uh

∗, v
h) + a∗(u

h
∗, v

h) − l∗(v
h) =

= a(u − uh
∗, w − vh) +

[
a∗(u

h
∗, v

h) − a(uh
∗ , v

h)
]
+
[
l(vh) − l∗(v

h)
]
.Ïîñêîëüêó

‖u − uh
∗‖W ′ = sup

ϕ∈W

(ϕ, u − uh
∗)

‖ϕ‖W
= sup

ϕ∈W

lϕ(u − uh
∗)

‖ϕ‖W
,òî, ïîäñòàâëÿÿ ñþäà íàéäåííîå ïðåäñòàâëåíèå lϕ(u − uh

∗) è ïðèíèìàÿ âîâíèìàíèå, ÷òî vh ∈ Hh � ëþáàÿ, ïîëó÷èì (41).Òåîðåìà 5. Åñëè êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà (17) òî÷íà íà P̂2(k−1), è âû-ïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3, òî
‖u − uh

∗‖−s = O(hs+k+1), s = 0, 1, . . . , k − 2. (42)



222 Ëåêöèÿ 17Åñëè, ê òîìó æå, Ê(p̂) = 0 ∀ p̂ ∈ P̂2k−1, òî äîïîëíèòåëüíî
‖u − uh

∗‖−k+1 = O(h2k), (s = k − 1). (43)Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
a(wh, vh)−a∗(w

h, vh) = (a−a∗)(w
h, vh), l(vh)−l∗(v

h) = (l−l∗)(w
h, vh).Ïóñòü â (40) a(w, v) è l(v) çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (6), à H = H1

0 . Òîãäàèç (41) ñëåäóåò, ÷òî
‖u − uh

∗‖−s 6 c sup
ϕ∈Hs

0

1

‖ϕ‖s
inf

vh∈Sh
k,0

[
‖u − uh

∗‖1‖w − vh‖1+

+
∣∣ (a − a∗)(u

h
∗, v

h)
∣∣ +

∣∣ (l − l∗)(v
h)
∣∣].Ïîëàãàÿ çäåñü vh = ih,s+1w ñ s+1 6 k è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3 î ñõîäèìîñòèïðè m = 2(k − 1) è òåîðåìó 12.4 îá îöåíêå èíòåðïîëÿöèè, áóäåì èìåòü

‖u − uh
∗‖−s 6 c sup

ϕ∈Hs
0

1

‖ϕ‖s

[
hk
(
‖u‖k+1 + ‖f‖W 2k−1

∞

)
hs+1‖w‖s+2+

+
∣∣ (a − a∗)(u

h
∗, ih,s+1w)

∣∣ +
∣∣ (l − l∗)(ih,s+1w)

∣∣].Â ñèëó òåîðåìû 14.2 ñïðàâåäëèâû àïðèîðíûå îöåíêè
‖w‖s+2 6 c ‖ϕ‖s è ‖u‖k+1 6 c ‖f‖k−1 (44)è, ñëåäîâàòåëüíî,
‖u − uh

∗‖−s 6 c
[
hs+k+1‖f‖W 2k−1

∞

+

+
|(a − a∗)(uh

∗, ih,s+1w)|
‖ϕ‖s

+
|(l − l∗)(ih,s+1w)|

‖ϕ‖s
] .

(45)Òåïåðü îöåíèì âëèÿíèå êâàäðàòóð. Íà÷íåì ñ ìëàäøåãî ÷ëåíà. Â ñèëóëåììû 3 ïðè m = k + s 6 2(k − 1) , k1 = k′
1 = s + 1, k2 = k′

2 = 0,
k̄1 = k̄2 = 0 è wh ≡ 1 ñ ‖wh‖L2(e(i)) =

√
h(i) èìååì

∣∣∣∣ E
(i)(fih,s+1w)

∣∣∣∣6 c hk+s+1‖f‖W k+s+1
∞ (e(i))

√
h(i)‖ih,s+1w‖Hs+1(e(i)). (46)



3. Îöåíêè â ñëàáûõ íîðìàõ 223Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà Êîøè íàõîäèì, ÷òî
|(l − l∗)(ih,s+1w)| =

∣∣∣∣
N∑

i=1

E(i)(fih,s+1w)

∣∣∣∣6

6 c hk+s+1‖f‖W k+s+1
∞

N∑

i=1

(
h(i)
)1/2‖ih,s+1w‖Hs+1(e(i)) 6

6 c hk+s+1‖f‖W k+s+1
∞

( N∑

i=1

(
‖ih,s+1w‖2

Hs+1(e(i))

)1/2
.Äëÿ îöåíêè íîðì, ñòîÿùèõ ïîä çíàêîì ñóììû, âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåí-ñòâîì òðåóãîëüíèêà è îöåíêîé (12.23) ïðè k = l = s + 1

‖ih,s+1w‖Hs+1(e(i)) 6 ‖ih,s+1w − w‖Hs+1(e(i)) + ‖w‖Hs+1(e(i)) 6

6 c h‖w‖Hs+2(e(i)) + ‖w‖Hs+1(e(i)) 6 c ‖w‖Hs+2(e(i)).
(47)Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó â ïðàâóþ ÷àñòü ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà, íàéäåì,÷òî

|(l − l∗)(ih,s+1w)| 6 c hk+s+1‖f‖W k+s+1
∞

‖w‖s+2,à ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïåðâóþ èç îöåíîê (42), áóäåì èìåòü
|(l − l∗)(ih,s+1w)| 6 c hk+s+1‖f‖W k+s+1

∞

‖ϕ‖s. (48)Òðåáóåìàÿ îöåíêà ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî ïðàâîé ÷àñòè (45) íàéäåíà.Îáðàòèìñÿ ê îöåíêå âòîðîãî ñëàãàåìîãî ïðàâîé ÷àñòè (45). Çäåñü ðàñ-ñóæäåíèÿ íóæíî íåñêîëüêî âèäîèçìåíèòü ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññóæäåíèÿ-ìè, èñïîëüçîâàííûìè òîëüêî ÷òî. Åñëè ýòîãî íå ñäåëàòü, òî ìû çàéäåì âòóïèê: ïîÿâëÿþùàÿñÿ â ïðîöåññå îöåíîê âåëè÷èíà ‖uh
∗‖Hk(e(i)) ïðè k > 1÷åðåç èçâåñòíûå âåëè÷èíû ðàçóìíûì ñïîñîáîì îöåíåíà áûòü íå ìîæåò.Ïîýòîìó �óíêöèþ uh

∗ , �èãóðèðóþùóþ â (45), íóæíî çàìåíèòü íà ih,ku,ò.å. ñíà÷àëà âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé
∣∣ (a − a∗)(u

h
∗, ih,s+1w)

∣∣6
∣∣ (a − a∗)(ih,ku, ih,s+1w)

∣∣ +

+
∣∣ (a − a∗)(u

h
∗ − ih,ku, ih,s+1w)

∣∣ .
(49)Ïðè îöåíêå ïðàâîé ÷àñòè (49) òåïåðü óæå ñíîâà ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ëåì-ìîé 3, èáî ‖ih,ku‖Hk(e(i)) îöåíèâàòü ìû óìååì (ñì. (45)), à (uh

∗ − ih,ku) äî-ñòàòî÷íî îöåíèòü â H1(e(i)), òàê êàê ìàëà ñàìà ýòà �óíêöèÿ.



224 Ëåêöèÿ 17Èòàê, â ñèëó ëåììû 3 ïðè k1 = k′
1 = k, k2 = k′

2 = s+1, k̄1 = k̄2 = 0è
m = k + s 6 2(k − 1), (50)ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣∣∣ E
(i)
(
q ih,ku ih,s+1w

) ∣∣∣∣6

6 c hk+s+1‖q‖W k+s+1
∞ (e(i))‖ih,ku‖Hk(e(i))‖ih,s+1w‖Hs+1(e(i)),à ïðè k1 = k′

1 = k − 1, k2 = k′
2 = s, k̄1 = k̄2 = 0 è òîì æå m = k + s

∣∣∣∣ E
(i)
(
p
d ih,ku

dx

d ih,s+1w

dx

) ∣∣∣∣6

6 c hk+s+1‖p‖W k+s+1
∞ (e(i))‖ih,ku‖Hk(e(i))‖ih,s+1w‖Hs+1(e(i)).Îòñþäà, êàê è èç (46) íàõîäèì, ÷òî

∣∣ (a − a∗)(ih,ku, ih,s+1w)
∣∣6

6 c hk+s+1
(
‖p‖W k+s+1

∞

+ ‖q‖W k+s+1
∞

)
‖f‖k−1 ‖ϕ‖s.

(51)Äàëåå, ñíîâà â ñèëó ëåììû 3 ïðè m = k + s − 1, k1 = k, k′
1 = 1,

k2 = k′
2 = s + 1, k̄1 = k − 1, k̄2 = 0
∣∣ E(i)(q(uh

∗ − ih,ku)ih,s+1w)
∣∣6

6 c hs+1‖q‖W k+s−1
∞ (e(i))‖uh

∗ − ih,ku‖H1(e(i))‖ih,s+1w‖Hs+1(e(i)),à ïðè m = k + s − 1, k1 = k − 1, k′
1 = 0, k2 = k′

2 = s, k̄1 = k − 1, k̄2 = 0
∣∣∣∣ E

(i)
(
p

d

dx
(uh

∗ − ih,ku)
d

dx
ih,s+1w

) ∣∣∣∣6

6 c hs+1‖p‖W k+s−1
∞ (e(i))‖uh

∗ − ih,ku‖H1(e(i))‖ih,s+1w‖Hs+1(e(i))è, ñëåäîâàòåëüíî,
∣∣ (a − a∗)(u

h
∗ − ih,ku, ih,s+1w)

∣∣6
6 c hs+1

(
‖p‖W k+s−1

∞

+ ‖q‖W k+s−1
∞

)
‖uh

∗ − ih,ku‖1 ‖ϕ‖s.Èñïîëüçóÿ òåïåðü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, òåîðåìó 3 î ñõîäèìîñòè èòåîðåìó 12.4 îá îöåíêå èíòåðïîëÿöèè, íàéäåì, ÷òî
‖uh

∗ − ih,ku‖1 6 ‖uh
∗ − u‖1 + ‖u − ih,ku‖1 6 c hk‖u‖k+1.



4. Ïðèìåðû êâàäðàòóðíûõ �îðìóë è êâàäðàòóðíûõ ñõåì 225Êîìáèíèðóÿ ýòó îöåíêó ñ ïðåäûäóùèì íåðàâåíñòâîì, áóäåì èìåòü
∣∣ (a − a∗)(u

h
∗ − ih,ku, ih,s+1w)

∣∣6
6 c hk+s+1

(
‖p‖W k+s−1

∞

+ ‖q‖W k+s−1
∞

)
‖u‖k+1 ‖ϕ‖s.Ìû ïîëó÷èëè âñå ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè. Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó èîöåíêó (51) â (49), à ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè è îöåíêó (48) â (45), ñ ó÷å-òîì (50) ïîëó÷èì (42). Óòâåðæäåíèå (43) âûòåêàåò èç ïðåäøåñòâóþùåãîóòâåðæäåíèÿ, åñëè ïîëîæèòü s = k − 1 è, òåì ñàìûì, ïîòðåáîâàòü, ÷òî-áû èñïîëüçóåìûå êâàäðàòóðíûå �îðìóëû áûëè òî÷íû íà ìíîãî÷ëåíàõñòåïåíè 2k − 1.4. Ïðèìåðû êâàäðàòóðíûõ �îðìóëè êâàäðàòóðíûõ ñõåìÈç òåîðåìû 3, çàìå÷àíèÿ 3 è òåîðåìû 4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñîõðàíåíèÿâñåõ ñâîéñòâ ñõîäèìîñòè êâàäðàòóðíûå ñõåìûÌÊÝ äîëæíû èñïîëüçîâàòüêâàäðàòóðû, òî÷íûå íà ìíîãî÷ëåíàõ ñòåïåíè m = 2k− 1, ãäå k � ñòåïåíüìíîãî÷ëåíîâ êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäà-þò êâàäðàòóðíûå �îðìóëû �àóññà, èìåþùèå k óçëîâ. Ïðèâåäåì íåñêîëüêîêâàäðàòóðíûõ �îðìóë �àóññà äëÿ îòðåçêà [0, 1]

k = 1 : Ŝ(ĝ) = ĝ(1/2);

k = 2 : Ŝ(ĝ) =
1

2

[
ĝ

(
− 1

2
√

3
+

1

2

)
+ ĝ

(
1

2
√

3
+

1

2

)]
; (52)

k = 3 : Ŝ(ĝ) =
5

18
ĝ

(
−1

2

√
3

5
+

1

2

)
+

4

9
ĝ

(
1

2

)
+

5

18
ĝ

(
1

2

√
3

5
+

1

2

)
.Ïîìèìî �îðìóë �àóññà çàñëóæèâàþò âíèìàíèå �îðìóëà òðàïåöèé, òî÷-íàÿ íà ëèíåéíûõ �óíêöèÿõ̂

S(ĝ) =
1

2
[ĝ(0) + ĝ(1)] . (53)Âîñïîëüçóåìñÿ êâàäðàòóðíûìè �îðìóëàìè (52), (53) äëÿ ïîñòðîåíèÿâåêòîðà íàãðóçêè è ìàòðèö æåñòêîñòè è ìàññû ëèíåéíîãî ýëåìåíòà. Ëè-íåéíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû èñïîëüçóþòñÿ ïðè îòûñêàíèè ïðèáëèæåííîãî



226 Ëåêöèÿ 17èç Sh
1 ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1). Ìàòðèöà �óíêöèé �îðìû â ýòîì ñëó÷àåçàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (4.8), à ñàìè �óíêöèè �îðìû � ñîîòíîøåíèåì(4.6). Â (4.6) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ýëåìåíòû èìåþò îäèíàêîâóþ äëè-íó, ðàâíóþ h. Åñëè äëèíû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ðàçëè÷íû è ñóòü h(i), òîäåëèòåëè h â �îðìóëå (4.6) íóæíî çàìåíèòü íà h(i). Âåêòîð íàãðóçêè îïðå-äåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (6.25), à ìàòðèöû æåñòêîñòè è ìàññû � ñîîòíî-øåíèÿìè (6.16) è (6.20), ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3 è òåîðåìå4 â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå uh ∈ Sh

1 , ïðè ïîñòðîåíèè êâàäðàòóðíûõ ñõåìÌÊÝ äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ïåðâóþ èç �îðìóë (52) èëè �îðìóëó (53),êîòîðûå òî÷íû íà ëèíåéíûõ �óíêöèÿõ. Èñïîëüçîâàíèå âòîðîé è òðåòüåé�îðìóë (52) ïðèâîäèò ê áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòè ïðè âû÷èñëåíèè èíòå-ãðàëîâ, íî ýòî íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿ íà òî÷íîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
uh
∗ ∈ Sh

1 , èáî ñàì �àêò ïðèíàäëåæíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ Sh
1 îãðà-íè÷èâàåò åãî òî÷íîñòü ïî îòíîøåíèþ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ u(x), íàïðèìåð,â íîðìå L2 âåëè÷èíîé O(h2).Áóäåì ñíàáæàòü îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðà íàãðóçêè è ìàòðèö æåñòêîñòè èìàññû, âû÷èñëåííûõ ïðè ïîìîùè �îðìóë (52) äîïîëíèòåëüíûì çíà÷êîìçâåçäî÷êà, à âåëè÷èíû, âû÷èñëåííûå ïðè ïîìîùè (53) � äâå çâåçäî÷êè.Èìååì

F (i)
∗ =

h(i)

2
fi−1/2

[
1
1

]
, K(i)

∗ =
pi−1/2

h(i)

[
1 −1

−1 1

]
,

M (i)
∗ =

h(i)qi−1/2

4

[
1 1
1 1

]
,

(54)
F (i)

∗∗ =
h(i)

2

[
fi−1

fi

]
, K(i)

∗∗ =
pi−1 + pi

2h(i)

[
1 −1

−1 1

]
,

M (i)
∗∗ =

h(i)

2

[
qi−1 0
0 qi

]
.

(55)



5. Çàìå÷àíèÿ î êâàäðàòóðíûõ ñõåìàõ â 2D 227Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä
pi−1/2

uh
i − uh

i−1

h(i)
− pi+1/2

uh
i+1 − uh

i

h(i+1)
+

+
1

2

(
h(i)qi−1/2

uh
i−1 + uh

i

2
+ h(i+1)qi+1/2

uh
i + uh

i+1

2

)
=

=
1

2

(
h(i)fi−1/2 + h(i+1)fi+1/2

)
,

pi−1 + pi

2

uh
i − uh

i−1

h(i)
− pi + pi+1

2

uh
i+1 − uh

i

h(i+1)
+

h(i) + h(i+1)

2
qiu

h
i =

=
h(i) + h(i+1)

2
fi.Åñëè ìàòðèöó æåñòêîñòè ýëåìåíòà âçÿòü èç (54), à ìàòðèöó ìàññû è âåê-òîð íàãðóçêè èç (55), òî ïîëó÷èì øèðîêî èçâåñòíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó

− 2

h(i) + h(i+1)

[
pi+1/2

uh
i+1 − uh

i

h(i+1)
− pi−1/2

uh
i − uh

i−1

h(i)

]
+ qiu

h
i = fi.Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì âñå ýòè ñõåìû èìåþò âòîðîé ïî-ðÿäîê òî÷íîñòè â ñìûñëå ñåòî÷íîé íîðìû Lh

∞ (‖v‖Lh
∞

:= max
i

|vi|) (ñð. ñòåîðåìîé 15.1).5. Çàìå÷àíèÿ î êâàäðàòóðíûõ ñõåìàõ â 2Dßñíî, ÷òî ïîâîäîâ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ êâàäðàòóð ïðè ïîñòðîåíèè ñõåìÌÊÝ â äâóìåðíîì ñëó÷àå åùå áîëüøå, ÷åì â îäíîìåðíîì. Òåîðåòè÷åñêàÿîñíîâà èõ èñïîëüçîâàíèÿ ëåæèò â óòâåðæäåíèÿõ, àíàëîãè÷íûõ ëåììàì 3è 5. Ìû íå áóäåì èõ äîêàçûâàòü è äàæå íå áóäåì �îðìóëèðîâàòü â îá-ùåì âèäå. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè òðåóãîëüíûõ êîíå÷íûõýëåìåíòîâ k-îé ñòåïåíè óñëîâèå H-ýëëèïòè÷íîñòè (4) (èëè àíàëîã ëåììû5), îáåñïå÷èâàþùåå ðàçðåøèìîñòü ñåòî÷íîé çàäà÷è, áóäåò âûïîëíåíî, åñ-ëè êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà èìååò ïîëîæèòåëüíûå êîý��èöèåíòû è òî÷íàíà âñåõ ìíîãî÷ëåíàõ äî 2(k − 1) ñòåïåíè (êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå).×òî êàñàåòñÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè òàêîé êâàäðàòóðíîé ñõåìû ÌÊÝ, òî ååòî÷íîñòü â H1 íå óõóäøàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ãàëåðêèíñêîé ñõåìîé, åñëè



228 Ëåêöèÿ 17èñïîëüçóåìûå êâàäðàòóðíûå �îðìóëû, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, òî÷-íû íà ìíîãî÷ëåíàõ ñòåïåíè 2k − 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîõðàíèòü ñêîðîñòüñõîäèìîñòè è â H−k+1, òî÷íîñòü êâàäðàòóðíûõ �îðìóë íóæíî ïîâûñèòüíà åäèíèöó äî 2k − 1.Ïðèâåäåì íåñêîëüêî êâàäðàòóðíûõ �îðìóë íà òðåóãîëüíèêå e, êîòî-ðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ïîñòðîåíèè ñõåì ÌÊÝ.1◦. Îäíîòî÷å÷íàÿ êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà ñ óçëîì â öåíòðå òÿæåñòèòðåóãîëüíèêà. Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè ñóòü
ζ1 = ζ2 = ζ3 = 1/3,à âåñîâîé êîý��èöèåíò

ω = mes e.Ýòà �îðìóëà òî÷íà íà ìíîãî÷ëåíàõ ïåðâîé ñòåïåíè è ìîæåò áûòü èñ-ïîëüçîâàíà âìåñòå ñ êîíå÷íîýëåìåíòíûì ïðîñòðàíñòâîì Sh
1 èç âîñüìîéëåêöèè.2◦. Òðåõòî÷å÷íàÿ êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà ñ óçëàìè â âåðøèíàõ òðå-óãîëüíèêà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ζ1 = 1, ζ2 = 1, ζ3 = 1,è îäèíàêîâûìè âåñîâûìè êîý��èöèåíòàìè
ω = mes e/3.Ýòà �îðìóëà òàêæå òî÷íà íà P1(e).3◦. Ñåìèòî÷å÷íàÿ êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà, øåñòü óçëîâ êîòîðîé ñîâïà-äàþò ñ óçëàìè êâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòà èç ëåêöèè 10, à ñåäüìîé ðàñïîëî-æåí â öåíòðå òÿæåñòè. Âåðøèíàì, ñåðåäèíàì ñòîðîí è öåíòðó òÿæåñòè,ñîîòâåòñòâåííî, îòâå÷àþò âåñîâûå êîý��èöèåíòû

ω = mes e/20, ω = 2mes e/5, ω = 9mes e/20.Ýòà �îðìóëà òî÷íà íà ìíîãî÷ëåíàõ òðåòüåé ñòåïåíè è ìîæåò áûòü èñ-ïîëüçîâàíà âìåñòå ñ êîíå÷íîýëåìåíòíûì ïðîñòðàíñòâîì Sh
2 .Ñóùåñòâóþò è áîëåå ïðîñòûå â íåêîòîðîì ñìûñëå �îðìóëû, òî÷íûå íà

P3(e). Èçâåñòíà ÷åòûðåõòî÷å÷íàÿ �îðìóëà, îáëàäàþùàÿ ýòèì ñâîéñòâîì,



5. Çàìå÷àíèÿ î êâàäðàòóðíûõ ñõåìàõ â 2D 229íî îäèí èç åå âåñîâûõ êîý��èöèåíòîâ îòðèöàòåëåí, è ïîýòîìó åå èñïîëü-çîâàíèå ïðè ïîñòðîåíèè ñõåì ÌÊÝ íåæåëàòåëüíî. Ó àíàëîãè÷íîé øåñòè-òî÷å÷íîé �îðìóëû óçëû ðàñïîëîæåíû íå òàê óäîáíî, êàê ó ñåìèòî÷å÷íîé(òðè â ñåðåäèíàõ ñòîðîí è òðè âíóòðè).Äðóãèå êâàäðàòóðíûå �îðìóëû, òî÷íûå íà ìíîãî÷ëåíàõ áîëåå âûñîêîéñòåïåíè, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [3℄, [12℄.Ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î êâàäðàòóðíûõ �îðìóëàõ äëÿ ïðÿìîóãîëü-íûõ ýëåìåíòîâ. Îáðàòèì âíèìàíèå òîëüêî íà äâå �îðìóëû: îäíîòî÷å÷-íóþ �îðìóëó ñ óçëîì â öåíòðå ïðÿìîóãîëüíèêà, êîòîðóþ ìîæíî òðàêòî-âàòü êàê ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíûõ �îðìóë ïðÿìîóãîëüíèêîâ, è ÷åòûðåõ-òî÷å÷íóþ �îðìóëó ñ óçëàìè â âåðøèíàõ, òðàêòóåìóþ êàê ïðîèçâåäåíèå�îðìóë òðàïåöèé. Îáå ýòè �îðìóëû òî÷íû íà áèëèíåéíûõ �óíêöèÿõ,à, ñëåäîâàòåëüíî, è íà ëèíåéíûõ. Ïðèìåíèì èõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îòâå÷àþ-ùåé îïåðàòîðó Ëàïëàñà ìàòðèöû æåñòêîñòè (10.9) áèëèíåéíîãî ýëåìåíòà.Ïîñêîëüêó â (10.9) ïîä èíòåãðàëîì ñòîÿò êâàäðàòè÷íûå �óíêöèè, òî íàé-äåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ êâàäðàòóðíûõ �îðìóë ìàòðèöû æåñòêîñòèáóäóò îòëè÷àòüñÿ îò òî÷íîé ìàòðèöû (10.10), ðàâíî êàê è ïîëó÷àåìûå ðàç-íîñòíûå àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò (10.11).Àïïðîêñèìàöèîííûå æå ñâîéñòâà ìåòîäà íàðóøàòüñÿ íå äîëæíû.Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè îäíîòî÷å÷íîé êâàä-ðàòóðíîé �îðìóëû äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ (10.9) âìåñòî (10.10)ìû ïîëó÷èì
K(i,j)

∗ =
1

4




1 1 −1 −1

1 1 −1 −1
−1 −1 1 1
−1 −1 1 1


 , (56)à ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷åòûðåõòî÷å÷íîé �îðìóëû �

K(i,j)
∗∗ =

1

2




2 −1 0 −1
−1 2 −1 0

0 −1 2 −1
−1 0 −1 2


 . (57)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè ìàòðèöû ñîâñåì íå ïîõîæè íè ìåæäó ñîáîé, íè íàòî÷íóþ ìàòðèöó (10.10), â òî âðåìÿ êàê ïîðîæäàåìûå èìè ðàçíîñòíûå



230 Ëåêöèÿ 17àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà áëèçêè ê (10.11). Â ñàìîì äåëå, äëÿîäíîòî÷å÷íîé �îðìóëû ýòî
(

ux̄x + uȳy +
h2

2
ux̄xȳy

)
ij, (58)à äëÿ ÷åòûðåõòî÷å÷íîé �

(ux̄x + uȳy)ij. (59)Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì âñå ýòè àïïðîêñèìàöèè, âêëþ÷àÿ(10.11), èìåþò ïîãðåøíîñòü O(h2), à (59) äàæå ñîâïàäàåò ñ àïïðîêñèìàöè-åé èç (9.8), ïîðîæäåííîé ìàòðèöåé æåñòêîñòè (9.1) òðåóãîëüíîãî ëèíåé-íîãî ýëåìåíòà. Â òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì àïïðîêñèìàöèÿ (58) ñ÷èòàåòñÿïëîõîé. Ïëîõîé îíà ÿâëÿåòñÿ è ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, èáî ïîðîæäàþùàÿåå ìàòðèöà (56) èìååò ðàíã, ðàâíûé åäèíèöå, â òî âðåìÿ êàê ðàíã òî÷-íîé ìàòðèöû æåñòêîñòè (10.10), ðàâíî êàê è ìàòðèöû (57), ðàâåí òðåì.Ïîýòîìó ÿäðà ìàòðèö (10.10) è (56) ðàçëè÷íû, è íè î êàêîé îöåíêå òèïà(32) ðå÷è áûòü íå ìîæåò. Îäíîòî÷å÷íàÿ êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà îáåñïå-÷èâàåò äîñòàòî÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ, íî îäíîãî óçëà íåäîñòàòî÷íî äëÿðàâíîìåðíîé H-ýëëèïòè÷íîñòè ïîëó÷àåìîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû.6. Óïðàæíåíèÿ1. Ïîñòðîèòü ìàòðèöû æåñòêîñòè, ìàññû è âåêòîðû íàãðóçêè èç (54) è(55).2. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàññìîòðåííûå êâàäðàòóðíûå �îðìóëû íà òðåóãîëü-íèêå â ñàìîì äåëå îáëàäàþò óêàçàííîé òî÷íîñòüþ.3. Ïîñòðîèòü ìàòðèöû æåñòêîñòè (56) è (57).



Ëåêöèÿ 18
ÎÁËÀÑÒÈ Ñ Ê�ÈÂÎËÈÍÅÉÍÎÉ ��ÀÍÈÖÅÉÂ ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ ïðè ðàññìîòðåíèè ÌÊÝ äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàñ-ñîíà ñ òåìè èëè èíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òîîáëàñòü ïîëèãîíàëüíà, è, ñëåäîâàòåëüíî, åå ìîæíî ðàçáèòü, íàïðèìåð, íàòðåóãîëüíèêè ñ ïðÿìîëèíåéíûìè ñòîðîíàìè. Íî â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàê-òèêå âñòðå÷àåòñÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî çàäà÷ äëÿ îáëàñòåé, ãðàíèöû êîòîðûõëèáî êðèâîëèíåéíû, ëèáî ñîäåðæàò êðèâîëèíåéíûå ó÷àñòêè. Êàê áûòüçäåñü? Ìîæíî ëè ïðèñïîñîáèòü ÌÊÝ äëÿ ðåøåíèÿ è òàêèõ çàäà÷? Îò-âåò, êîíå÷íî, óòâåðäèòåëüíûé, îäíàêî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òðàêòîâàòüÌÊÝ ñëåäóåò áîëåå øèðîêî.Ïóñòü Ω � îáëàñòü, ãðàíèöà ∂Ω êîòîðîé êðèâîëèíåéíà. �àçîáüåì ýòó

�èñ. 1îáëàñòü íà òðåóãîëüíèêè, ÷àñòü èç êîòîðûõ (ðàñïîëîæåííûõ â îêðåñò-íîñòè ãðàíèöû) ìîæåò èìåòü îäíó êðèâîëèíåéíóþ ñòîðîíó (ñì. ðèñ. 1).231



232 Ëåêöèÿ 18Çàäàäèì â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêîâ êàêèå-íèáóäü çíà÷åíèÿ è ïîñòðîèì ïîíèì êóñî÷íî-ëèíåéíóþ, íåïðåðûâíóþ, ëèíåéíóþ íà êàæäîì òðåóãîëüíè-êå, �óíêöèþ. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ �óíêöèé íàçîâåì Sh (ðàçìåðíîñòüýòîé ñîâîêóïíîñòè � ïðîñòðàíñòâà � ðàâíà ÷èñëó ðàçëè÷íûõ âåðøèí òðå-óãîëüíèêîâ).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì ïðåäúÿâëåíà äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:
−∆u + u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω, (1)

∂u

∂n

∣∣
∂Ω

= 0. (2)Ïðèñóòñòâèå ìëàäøåãî ÷ëåíà ñ íóæíûì çíàêîì â ýòîì óðàâíåíèè ãà-ðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-÷è Íåéìàíà. Âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è (1), (2) òàêîâà: íàéòè
u ∈ H1(Ω) : a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H1(Ω),ãäå

a(u, v) =

∫

Ω

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+

∂u

∂y

∂v

∂y
+ uv

)
dxdy, l(v) =

∫

Ω

fvdxdy.Òàê êàê Sh ⊂ H1(Ω), òî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü îáû÷-íûì îáðàçîì: íàéòè
uh ∈ Sh : a(uh, vh) = l(vh) ∀vh ∈ Sh, (3)è, âðîäå áû, íèêàêèõ ïðîáëåì: â ñèëó çàìå÷àíèÿ 16.2 äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è(3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà èç òåîðåìû 16.2.Ïðîáëåìû, îäíàêî, åñòü.

• Ïîñêîëüêó ïðèëåãàþùèå ê ∂Ω òðåóãîëüíèêè èìåþò êðèâîëèíåéíóþñòîðîíó, òî âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî íèì ñòàíîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåîñó-ùåñòâèìûì.
• Åñëè áû ãðàíè÷íîå óñëîâèå (2) áûëî íåîäíîðîäíûì èëè ýòî áûëîãðàíè÷íîå óñëîâèå òðåòüåãî ðîäà

∂u

∂n
+ κu

∣∣
∂Ω

= 0, (4)



1. Ïðîñòåéøàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöû 233òî ëèíåéíàÿ �îðìà l(v) èëè áèëèíåéíàÿ �îðìà a(u, v) äîïîëíèòåëüíî ñî-äåðæàëè áû èíòåãðàëû ïî ∂Ω, è ïðè ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è(3) èõ òîæå íóæíî áûëî áû êàê-òî âû÷èñëÿòü.
• Íàêîíåö, åñëè áû âìåñòî åñòåñòâåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2) èëè(4) áûëî ïîñòàâëåíî ãëàâíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå, íàïðèìåð,

u
∣∣
∂Ω

= 0, (5)òî êîíå÷íîýëåìåíòíóþ çàäà÷ó ìû ñìîãëè áû ïîñòàâèòü, ëèøü îáðàçîâàâíîâîå êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ◦
S

h èç �óíêöèé, êîòîðûå òîæäåñòâåííîðàâíû íóëþ íà âñåõ òðåóãîëüíèêàõ (ñ êðèâîëèíåéíûìè è ïðÿìîëèíåéíû-ìè ñòîðîíàìè), ó êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà âåðøèíà ëåæèò íà ∂Ω. Òîëüêîâ ýòîì ñëó÷àå ◦
S

h áóäåò ïðèíàäëåæàòü H1
0(Ω), è ãëàâíîå ãðàíè÷íîå óñëî-âèå äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ áóäåò âûïîëíåíî. ßñíî, ÷òî ýòî ïëîõî ñòî÷êè çðåíèÿ òî÷íîñòè ïîëó÷àåìîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, â ÷åì ëåãêîóáåäèòüñÿ íà îäíîìåðíîé ìîäåëè.1. Ïðîñòåéøàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöûÏðåîäîëåíèå òåõ òðóäíîñòåé, êîòîðûå ìû îáíàðóæèëè ïðè èñïîëüçîâà-íèè êðèâîëèíåéíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ïó-òåì îòêàçà îò òðåóãîëüíèêîâ ñ êðèâîëèíåéíûìè ñòîðîíàìè ïðîèçâîëüíîãîâèäà.Ïóñòü Ω � âûïóêëàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω. Ïîñòðîèì åå òðè-àíãóëÿöèþ πh. Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì Ω íà òðåóãîëüíèêè, ÷àñòü èç êîòîðûõáóäåò èìåòü îäíó êðèâîëèíåéíóþ ñòîðîíó. Â êðèâîëèíåéíûõ òðåóãîëü-íèêàõ ñîåäèíèì âåðøèíû, ðàñïîëîæåííûå íà ∂Ω, îòðåçêàìè ïðÿìûõ, âðåçóëüòàòå ÷åãî èç êðèâîëèíåéíûõ òðåóãîëüíèêîâ ïîëó÷èì ïðÿìîëèíåé-íûå. Îáîçíà÷èì îáúåäèíåíèå âñåõ ïðÿìîëèíåéíûõ òðåóãîëüíèêîâ èç Ω÷åðåç Ωh =

⋃
e(i)∈πh

e(i). Òåïåðü óæå, âîîáùå ãîâîðÿ, Ω 6= Ωh, îäíàêî â ñèëóâûïóêëîñòè îáëàñòè Ωh ⊂ Ω. Ýòî áóäåò àïïðîêñèìàöèÿ îáëàñòè Ω.�àññìîòðèì çàäà÷ó (1), (5). Åå âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà òàêîâà:íàéòè
u ∈ H1

0(Ω) : a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H1
0(Ω). (6)
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S

h

(Ωh) � êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõíåïðåðûâíûõ �óíêöèé, çàäàííûõ íà Ωh è îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà ∂Ωh.Ïðîäîëæèì âñå �óíêöèè èç ◦
S

h

(Ωh) íóëåì ñ Ωh íà Ω. Îáîçíà÷èì íîâîåïðîñòðàíñòâî ÷åðåç ◦
S

h

(Ω). Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèè èç ◦
S

h

(Ω) êóñî÷íî-ëèíåéíû, íåïðåðûâíû è ◦
S

h

(Ω) ⊂ H1
0 . Òåì ñàìûì, ïðèáëèæåííûì ðåøå-íèåì çàäà÷è (6) ìîæíî îáúÿâèòü �óíêöèþ

uh ∈
◦
S

h

(Ω) : a(uh, vh) = l(vh) ∀vh ∈
◦
S

h

(Ω).Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîé çàäà÷è ïîòðåáóåòñÿ âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ (òî÷íîåèëè ïðèáëèæåííîå) òîëüêî ïî òðåóãîëüíèêàì ñ ïðÿìîëèíåéíûìè ñòîðî-íàìè, à ýòî ìû äåëàòü óìååì.Â ñèëó òåîðåìû 11.1
a(u − uh, u − uh) = inf

vh∈
◦

S
h

(Ω)

a(u − vh, u − vh).Íî
∫

Ω\Ωh

{[
∂

∂x
(u − vh)

]2

+

[
∂

∂y
(u − vh)

]2

+ (u − vh)2

}
dxdy =

=

∫

Ω\Ωh

{(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+ u2

}
dxdy = 
onst,

èáî íà Ω \ Ωh �óíêöèè vh ∈
◦
S

h

(Ω) òîæäåñòâåííî íóëåâûå.Ïóñòü
ah(u

h, vh) =

∫

Ωh

(
∂uh

∂x

∂vh

∂x
+

∂uh

∂y

∂vh

∂y
+ uhvh

)
dxdy.Òîãäà

ah(u − uh, u − uh) = inf
vh∈∈

◦

S
h

(Ωh)

ah(u − vh, u − vh). (7)



1. Ïðîñòåéøàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöû 235Ïîëàãàÿ òåïåðü vh = ihu è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî
c0 ‖v‖2

H1(Ωh) 6 ah(v, v) 6 c1 ‖v‖2
H1(Ωh),ïîëó÷èì îöåíêó

c0 ‖u − uh‖2
H1(Ωh) 6 c1 ‖u − ihu‖2

H1(Ωh).Åñëè u(x) ∈ H2(Ω), à òðèàíãóëÿöèÿ Ωh ðåãóëÿðíà, è max
Ωh

e(i) 6 h, òî âñèëó òåîðåìû 16.1
‖u − uh‖H1(Ωh) 6 c h.Ìû äîêàçàëè, ÷òî, åñëè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò Sh

1 , òîäëÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå â âûïóêëîé îáëàñòè çàìåíà êðèâîëèíåé-íûõ òðåóãîëüíèêîâ ïðÿìîëèíåéíûìè íå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïîðÿä-êà òî÷íîñòè â H1.Íà ñàìîì äåëå âûïóêëîñòü Ω çäåñü íå ïðè ÷åì, õîòÿ ìû è ïîëüçîâàëèñüýòèì â ñâîèõ ðàññóæäåíèÿõ. Òîò æå ðåçóëüòàò âåðåí è äëÿ íåâûïóêëûõîáëàñòåé ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé. (Íå ïóòàòü ñ íåâûïóêëûìè ïîëèãîíàëüíû-ìè îáëàñòÿìè.) Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Ω � íåâûïóêëàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîéãðàíèöåé. Êàê è â âûïóêëîì ñëó÷àå ïîñòðîèì Ωh. Òåïåðü óæå, âîîáùåãîâîðÿ, Ωh⊂Ω, è ìû íå ìîæåì ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ïî-ñêîëüêó f(x, y) íà Ωh íå âåçäå îïðåäåëåíà. ×òî êàñàåòñÿ ãðàíè÷íûõ óçëîâ
Ωh, òî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî íå âñÿ ∂Ωh ïðèíàäëåæèò Ω, óêàçàííûå óçëûðàñïîëîæåíû íà ∂Ω.Ïóñòü îáëàñòü Ω̃ òàêîâà, ÷òî Ω ⊂ Ω̃ è Ωh ⊂ Ω̃ äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõòðèàíãóëÿöèé πh. "�ëàäêî"ïðîäîëæèì ðåøåíèå u(x, y) çàäà÷è (16.13) ñ Ωíà Ω̃:

ũ(x, y) ∈ H2(Ω̃), ũ(x, y)
∣∣
Ω
= u.Ïðîäîëæèì f èç (16.13) ñ Ω íà Ω̃ ïî �îðìóëå

f̃ = −∆ũ. (8)Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñëåäóþùèì îáðà-çîì:
uh ∈

◦
S

h

(Ωh) : ah(u
h, vh) = lh(v

h) ∀vh ∈
◦
S

h

(Ωh), (9)
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ah(ũ, ṽ) =

∫

Ωh

(∇ũ)T (∇ṽ)dxdy, lh(ṽ) =

∫

Ωh

f̃ ṽdxdy. (10)Çàìåòèì, ÷òî uh èç (9) íå åñòü ãàëåðêèíñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (6), ïîñêîëüêó
ah 6= a.Îöåíèì ðàçíîñòü ìåæäó uh è ũ. Â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà

‖ũ − uh‖H1(Ωh) 6 ‖ũ − vh‖H1(Ωh) + ‖uh − vh‖H1(Ωh). (11)Åñëè vh ∈
◦
S

h

(Ωh), òî â ñèëó (10) è íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà èç óïðàæíåíèÿ11.5
c ‖uh − vh‖2

H1(Ωh) 6 ah(u
h − vh, uh − vh) =

= ah(u
h, uh − vh) − ah(v

h, uh − vh) =

= lh(u
h − vh) − ah(ũ, uh − vh) + ah(ũ − vh, uh − vh).Ïîñêîëüêó uh − vh ∈

◦
S

h

(Ωh), òî
−ah(ũ, uh − vh) =

∫

Ωh

∆ũ(uh − vh)dxdy,à ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (8), íàõîäèì, ÷òî
lh(u

h − vh) − ah(ũ, uh − vh) =

∫

Ωh

(uh − vh)(f̃ + ∆ũ)dxdy = 0.Òåì ñàìûì,
c ‖uh − vh‖2

H1(Ωh) 6 ah(ũ − vh, uh − vh) 6 ‖ũ − vh‖H1(Ωh)‖uh − vh‖H1(Ωh).Ñîêðàùàÿ íà ‖uh−vh‖H1(Ωh) è êîìáèíèðóÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ñ (11),ïîëó÷èì îöåíêó
‖ũh − vh‖H1(Ωh) 6 (1 + c−1)‖ũ − vh‖H1(Ωh).Ïðèíèìàÿ òåïåðü âî âíèìàíèå, ÷òî ãðàíè÷íûå óçëû Ωh ðàñïîëîæåíû íà

∂Ω, à ïî ïîñòðîåíèþ ũ|∂Ω = 0, ìîæíî ïîëîæèòü vh = ihũ, ÷òî ïðèâåäåò êóæå ðàññìîòðåííîé çàäà÷å îá îöåíêå èíòåðïîëÿöèè è èñêîìîé îöåíêå
‖ũ − uh‖H1(Ωh) 6 c h |ũ|2H2(Ωh).



2. Êâàäðàòè÷íûå òðåóãîëüíûå ýëåìåíòû â êðèâîëèíåéíîé îáëàñòè 237Çàìå÷àíèå 1. Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîñòðîåííîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå âíåâûïóêëîé îáëàñòè çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðîäîëæåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-íåíèÿ è åãî êîý��èöèåíòîâ, åñëè îíè íå ïîñòîÿííûå, íà Ω̃. Îäíàêî, äëÿâû÷èñëåíèÿ (ïðèáëèæåííîãî) ìàòðèöû æåñòêîñòè è âåêòîðà íàãðóçêè îáû÷-íî èñïîëüçóþòñÿ êâàäðàòóðíûå �îðìóëû, è, åñëè óçëàìè êâàäðàòóðíîé�îðìóëû ÿâëÿþòñÿ ëèøü óçëû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, òî ýòîé çàâèñèìîñòèíå áóäåò, è ðåàëüíî íè÷åãî ïðîäîëæàòü íå íóæíî.2. Êâàäðàòè÷íûå òðåóãîëüíûå ýëåìåíòûâ êðèâîëèíåéíîé îáëàñòèÈç óïðàæíåíèÿ 16.2 ñëåäóåò, ÷òî â ïîëèãîíàëüíîé îáëàñòè ðåøåíèå çà-äà÷è (16.16) ñ Sh
2 = {vh ∈ C(Ω) | vh|e(i) ∈ P2(e

(i))} âìåñòî Sh
1 ïðèáëèæàåòâ H1 ðåøåíèå çàäà÷è (16.13) u(x, y) ∈ H3(Ω) ñ ïîãðåøíîñòüþ O(h2). Âû-ÿñíèì, ïåðåíîñèòñÿ ëè ýòîò ðåçóëüòàò íà îáëàñòè ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, êàêýòî áûëî â ñëó÷àå êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé.Äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáëàñòü Ω âûïóêëàÿ, à Ωh =⋃

e(i) ⊂ Ω ïîñòðîåíà òàê æå, êàê è â ï. 1 (ñì. ðèñ. 2). Òåïåðü,
•• •

•

•

• •

• •• •

• •

• •

• •

• •

•

•

•

•
•

•

�èñ. 2 �èñ. 3ïðàâäà, óçëàìè e(i) ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî åãî âåðøèíû, íî è ñåðåäèíû ñòî-ðîí. Ïóñòü êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
Sh

2 (Ωh) = {vh ∈ C(Ωh)
∣∣ vh

∣∣
e(i)∈ P2(e

(i))},à ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (16.13) èùåòñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå
◦
S

h

2(Ωh) = {vh ∈ Sh
2 (Ωh)

∣∣ vh
∣∣
∂Ωh

= 0}.
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uh ∈

◦
S

h

2(Ωh) : ah(u
h, vh) = lh(v

h) ∀vh ∈
◦
S

h

2(Ωh),ãäå ah è lh çàäàíû ñîîòíîøåíèÿìè (10). Êàê è â ï. 1 (ñì. (7)), íàõîäèì,÷òî äëÿ ëþáîé vh ∈
◦
S

h

2(Ωh)

ah(u − uh, u − uh) 6 ah(u − vh, u − vh). (12)Îäíàêî òåïåðü áðàòü ih,2u â êà÷åñòâå vh íåëüçÿ, òàê êàê ih,2u∈
◦
S

h

2(Ωh),õîòÿ ih,2u ∈ Sh
2 (Ωh). ×òîáû îïèñàòü ïîäõîäÿùèé âûáîð vh, ðàçîáüåì âñåóçëû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èç òðèàíãóëÿöèè πh íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿìíîæåñòâà. Ê ïåðâîìó ìíîæåñòâó îòíåñåì óçëû (xi, yi) = Qi ∈

◦
Ωh

⋃
∂Ω,ãäå ◦

Ωh � âíóòðåííÿÿ ÷àñòü Ωh (íàïîìíèì, ÷òî Ωh = Ωh), à êî âòîðîìó �
(xi, yi) = Pi ∈ ∂Ωh \ ∂Ω. Òåïåðü ââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ ũ(x, y),êîòîðàÿ â óçëàõ Qi ñîâïàäàåò ñ u(x, y), à â óçëàõ Pi ðàâíà íóëþ. Ïîëîæèìçàòåì â (12)

vh(x, y) = ih,2ũ(x, y) ∈
◦
S

h

2(Ωh).Èòàê, îòñþäà, èç (10) è (12) îáû÷íûì îáðàçîì íàõîäèì, ÷òî
|u − uh|2H1(Ωh) 6 |u − ih,2ũ|2H1(Ωh) = |u − ih,2u + ih,2(u − ũ)|2H1(Ωh) 6

6 2|u − ih,2u|2H1(Ωh) + 2|ih,2(u − ũ)|2H1(Ωh).Â ñèëó îáîáùåíèÿ òåîðåìû 16.1 íà ñëó÷àé ih,2v ∈ Sh
2 (Ωh) (ñì. óêàçàíèå êóïðàæíåíèþ 16.2),

|u − ih,2u|2H1(Ωh) 6 c h4|u|2H3(Ωh),à
|ih,2(u − ũ)|2H1(Ωh) =

∑

i

u2(Pi)

∫

e(i)

|∇ϕi|2dxdy,ãäå ñóììèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî îïèñàííîìó âûøå âòîðîìó ìíîæå-ñòâó óçëîâ. Â ýòîì ìíîæåñòâå ñîäåðæèòñÿ O(h−1) óçëîâ (èìåííî ñòîëüêî



3. Èçîïàðàìåòðè÷åñêèå êîíå÷íûå ýëåìåíòû 239ýëåìåíòîâ ïðèìûêàåò ê ∂Ω). Ïî îïðåäåëåíèþ áàçèñíûõ �óíêöèé ϕi ñïðà-âåäëèâî ðàâåíñòâî |∇ϕi| = O(h−1), à ïëîùàäü e(i) åñòü O(h2). Ïîýòîìó
|ih,2(u − ũ)|2H1(Ωh) = O(h−1) max

i
u2(Pi).Äàëåå, ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå îò óçëà Pi äî ãëàäêîé ãðàíèöû ∂Ω åñòü

O(h2), à u(x, y)
∣∣
∂Ω

= 0, òî u(Pi) = O(h2|∇u|) è, ñëåäîâàòåëüíî,
|ih,2(u − ũ)|H1(Ωh) = O(h3/2),à ïîòîìó è
|u − uh|H1(Ωh) = O(h3/2).Ýòî íà ïîëïîðÿäêà õóæå, ÷åì àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà äëÿ ïîëèãîíàëüíîéîáëàñòè (ñì. óïðàæíåíèå 16.2), è, ñëåäîâàòåëüíî, òàê èñïîëüçîâàòü êâàä-ðàòè÷íûå ýëåìåíòû íåöåëåñîîáðàçíî.3. Èçîïàðàìåòðè÷åñêèå êîíå÷íûå ýëåìåíòûÂíîâü îáðàòèìñÿ ê îáëàñòè ñ ãëàäêîé (êðèâîëèíåéíîé) ãðàíèöåé. Âîòëè÷èå îò ïîëèãîíàëüíûõ îáëàñòåé, ãäå ãëàäêîñòü èñêîìîãî ðåøåíèÿ ñó-ùåñòâåííî îãðàíè÷åíà íàëè÷èåì óãëîâ íà ãðàíèöå, â îáëàñòÿõ ñ ãëàäêîéãðàíèöåé ðåøåíèå ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ãëàäêèì. Çäåñü ãëàäêîñòüðåøåíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ãëàäêîñòüþ âõîäíûõ äàííûõ: ãðàíèöû,ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîý��èöèåíòîâ è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìóèìåííî äëÿ çàäà÷ â ãëàäêèõ îáëàñòÿõ áûëî áû öåëåñîîáðàçíûì èñïîëüçî-âàòü ìíîãîòî÷å÷íûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò âûñîêóþòî÷íîñòü êàê ðàç íà ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ. Âîïðîñ òîëüêî â òîì: êàê ñòðîèòüòàêèå ñõåìû, åñëè ãðàíèöà êðèâîëèíåéíàÿ. Â ï. 2 ìû óáåäèëèñü, ÷òî èñ-ïîëüçîâàíèå øåñòèòî÷å÷íûõ ïðÿìîëèíåéíûõ òðåóãîëüíèêîâ ïðîáëåìó íåðåøàåò.Âûõîä ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè òàê íàçûâàåìîé èçîïàðàìåòðè÷åñêîé òåõ-íèêè, êîòîðàÿ íàðÿäó ñ ïðÿìîëèíåéíûìè òðåóãîëüíèêàìè äîïóñêàåò èñ-ïîëüçîâàíèå òðåóãîëüíèêîâ ñî ñïåöèàëüíûìè êðèâîëèíåéíûìè ñòîðîíà-ìè. (Ìû óæå çíàåì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå òðåóãîëüíèêîâ ñ äîñòàòî÷íî îá-ùèìè êðèâîëèíåéíûìè ñòîðîíàìè ïðèâîäèò ê ïðàêòè÷åñêè íå ïðåîäîëè-ìûì âû÷èñëèòåëüíûì òðóäíîñòÿì ïðè ïîñòðîåíèè ìàòðèöû æåñòêîñòè è



240 Ëåêöèÿ 18âåêòîðà íàãðóçêè.) Î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òðåóãîëüíèêàìèñ îäíîé êðèâîëèíåéíîé ñòîðîíîé, êîòîðàÿ ïðèëåãàåò ê ãðàíèöå ∂Ω.
1

2

3

4

5

6

•

•

•

•

•

• ẽ
Ω

∂Ω
y

x�èñ. 4 �èñ. 5

t

s

ê

1 24

5

3

6

• •

•

•

•
•

Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíà ÷àñòü îáëàñòè Ω è øåñòèòî÷å÷íûé êðèâîëèíåé-íûé òðåóãîëüíèê ẽ, óçëû êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ, â ñåðåäèíàõïðÿìîëèíåéíûõ ñòîðîí è ãäå-òî íà êðèâîëèíåéíîé ñòîðîíå. Â äàííîì êîí-òåêñòå ïðàâèëüíåå áûëî áû ãîâîðèòü íå î êðèâîëèíåéíîì òðåóãîëüíèêå,à òîëüêî î ïðèíàäëåæàùèõ åãî ãðàíèöå øåñòè óçëàõ. Ââåäåì â ðàññìîò-ðåíèå ðåïåðíûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ê ñ óçëàìè â âåðøèíàõ èñåðåäèíàõ ñòîðîí (ñì. ðèñ. 5) è óñòàíîâèì åãî ñâÿçü ñ ẽ. Ó íàñ íåò íè-êàêèõ øàíñîâ îòîáðàçèòü ðåïåðíûé òðåóãîëüíèê ê íà êðèâîëèíåéíûé ẽïðè ïîìîùè ïðîñòûõ �óíêöèé. Îò ýòîé çàòåè îòêàæåìñÿ ñðàçó. Ïîñòàâèìáîëåå ñêðîìíóþ çàäà÷ó: îòîáðàçèòü óçëû ê â óçëû ẽ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòüïðè ïîìîùè êâàäðàòè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
x = P2(s, t), y = Q2(s, t).Î÷åâèäíî, ÷òî

x =

6∑

j=1

xjϕj, y =

6∑

j=1

yjϕj, (13)ãäå (xj, yj) � êîîðäèíàòû j-ãî óçëà íà ïëîñêîñòè Oxy, à ϕj � �óíêöèè�îðìû êâàäðàòè÷íîãî òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà (10.1), (10.2)
ϕ1 = ζ1(2ζ1 − 1), ϕ2 = ζ2(2ζ2 − 1), ϕ3 = ζ3(2ζ3 − 1),

ϕ4 = 4ζ1ζ2, ϕ5 = 4ζ2ζ3, ϕ6 = 4ζ1ζ3.



3. Èçîïàðàìåòðè÷åñêèå êîíå÷íûå ýëåìåíòû 241Èçó÷èì ïðåîáðàçîâàíèå (13). Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû íà áàçèñíîìòðåóãîëüíèêå èìåþò ïðîñòîé âèä:
ζ2 = s, ζ3 = t, ζ1 = 1 − s − t.Ïîýòîìó

ϕ1 = (1 − s − t)(1 − 2s − 2t), ϕ2 = s(2s − 1), ϕ3 = t(2t − 1),

ϕ4 = 4(1 − s − t)s, ϕ5 = 4st, ϕ6 = 4(1 − s − t)t.Îòñþäà è èç (13) íàõîäèì, ÷òî, íàïðèìåð,
x = x1 + (−3x1 − x2 + 4x4)s + (−3x1 − x3 + 4x6)t+

+ 2(x1 + x2 − 2x4)s
2 + 2(x1 + x3 − 2x6)t

2 + 4(x1 − x4 + x5 − x6)st.Ïîñêîëüêó ÷åòâåðòûé è øåñòîé óçëû ðàñïîëîæåíû â ñåðåäèíàõ ñòîðîí,òî
x4 = (x1 + x2)/2, x6 = (x1 + x3)/2,è êâàäðàòè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðåâðàùàåòñÿ â áèëèíåéíîå

x = A1 + B1s + C1t + D1st,

y = A2 + B2s + C2t + D2st,
(14)ãäå

A1 = x1, B1 = x2 − x1, C1 = x3 − x1, D1 = −2(x2 + x3 − 2x5),

A2 = y1, B2 = y2 − y1, C2 = y3 − y1, D2 = −2(y2 + y3 − 2y5).Çàìå÷àíèå 2. Åñëè áû ðàññìàòðèâàåìûé êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê
ẽ áûë ïðÿìîëèíåéíûì, è ïÿòûé óçåë ðàñïîëàãàëñÿ â ñåðåäèíå ñòîðîíû, òî
x5 = (x2+x3)/2, y5 = (y2+y3)/2, è êîý��èöèåíòû D1 èD2 ïðåîáðàçîâàíèÿ(14) áûëè áû ðàâíû íóëþ, ò.å. ïðåîáðàçîâàíèå (14) �àêòè÷åñêè áûëî áûíå êâàäðàòè÷íûì, à ëèíåéíûì.Èçó÷èì òåïåðü âîïðîñ î òîì, êóäà ïðåîáðàçîâàíèå (14), ïåðåâîäÿùååóçëû â óçëû, ïåðåâîäèò ðåïåðíûé òðåóãîëüíèê ê. Ïóñòü s = 0. Òîãäà
x = A1 + C1t, y = A2 + C2t. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñòîðîíà ðåïåðíîãî òðå-óãîëüíèêà, ðàñïîëîæåííàÿ íà ïðÿìîé s = 0, ïåðåõîäèò â ïðÿìîëèíåéíûé



242 Ëåêöèÿ 18îòðåçîê, ðàñïîëîæåííûé íà ïðÿìîé (x−A1)/C1 = (y−A2)/C2. Àíàëîãè÷-íî, ïðè t = 0 (x−A1)/B1 = (y −A2)/B2, ò.å. åñëè ñðåäèííûå ÷åòâåðòûéè øåñòîé óçëû êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà ðàñïîëîæåíû â ñåðåäèíàõïðÿìîëèíåéíûõ ñòîðîí, òî ïðåîáðàçîâàíèåì (14) ïðÿìîëèíåéíûå ñòî-ðîíû ðåïåðíîãî òðåóãîëüíèêà ê ïåðåâîäÿòñÿ â ïðÿìîëèíåéíûå ñòîðîíû
ẽ. Ïðåæäå ÷åì âûÿñíÿòü, êóäà ïåðåõîäèò ãèïîòåíóçà ðåïåðíîãî òðåóãîëü-íèêà ê, èññëåäóåì âîïðîñ îá îáðàòèìîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ (14). Ïóñòü

(s, t) −→ (x′, y′) −→ (x, y),ò.å. ïðåîáðàçîâàíèå (14) îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà ýòàïà, ïðè÷åì ïîñëåäíååïðåîáðàçîâàíèå (x′, y′) −→ (x, y) ëèíåéíîå è òàêîå, ïðè êîòîðîì â âåðøè-íû ẽ ïåðåõîäÿò âåðøèíû ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêàïëîñêîñòè Ox′y′ (ñì. ðèñ. 6). Èìåííî
x′

1 = 0, y′1 = 0; x′
2 = 1, y′2 = 0; x′

3 = 0, y′3 = 1.Òîãäà x′
4 = 1/2, y′4 = 0 è x′

6 = 0, y′6 = 1/2, à x′
5 è y′5 � êàêèå-òî.

5

ẽ′

y′

x′

1 24

3

• •

•

•

•

•

6

�èñ. 6ßêîáèàí ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñòîÿíåí è, ñëåäîâàòåëüíî, íå îáðàùàåò-ñÿ â íóëü. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ íóæíî èçó÷èòü òîëüêî ïðåîáðàçîâàíèå
(s, t) −→ (x′, y′). Äëÿ íåãî

A′
1 = 0, B′

1 = 1, C ′
1 = 0, D′

1 = 4(x′
5 − 1/2) =: a,

A′
2 = 0, B′

2 = 0, C ′
2 = 1, D′

2 = 4(y′5 − 1/2) =: b,
(15)
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x′ = s + ast, y′ = t + bst. (16)ßêîáèàí ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ det Ĵ(s, t) = 1 + at + bs ëèíååí è íå îá-ðàùàåòñÿ íà ê â íóëü, åñëè â âåðøèíàõ ê èìååò çíà÷åíèÿ îäíîãî çíàêà.Ïîñêîëüêó

det Ĵ(0, 0) = 1, det Ĵ(1, 0) = 1 + b, det Ĵ(0, 1) = 1 + a,òî ïðåîáðàçîâàíèå (16) áóäåò íåâûðîæäåííûì íà ê, åñëè è 1 + a > 0, è
1+b > 0. Îòñþäà â ñèëó (15) âûòåêàþò ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà êîîðäèíàòûóçëà (x′

5, y
′
5):

x′
5 > 1/4, y′5 > 1/4. (17)Ýòè óñëîâèÿ îãðàíè÷èòåëüíûå. Íàïðèìåð, äëÿ êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëü-íèêà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 7, îíè íå âûïîëíÿþòñÿ, â òî âðåìÿ

y′

x′

1

1

1/4

1/4 1

1

1/4

1/4

y′

x′�èñ. 7 �èñ. 8êàê äëÿ êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 8, èìååòñÿáîëüøàÿ ñâîáîäà äëÿ âûáîðà òî÷êè íà êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöå. Ñëåäóåò,îäíàêî, çàìåòèòü, ÷òî òðåóãîëüíèê íà ðèñ. 7 âðÿä ëè îáëàäàåò õîðîøè-ìè àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè, è åãî öåëåñîîáðàçíî ðàçáèòü íà äâàòðåóãîëüíèêà, ïîñëå ÷åãî ïðîáëåìà áóäåò ñíÿòà.Òåïåðü ïîñìîòðèì, êóäà íà ïëîñêîñòè Ox′y′ ïåðåõîäèò ãèïîòåíóçà ðå-ïåðíîãî òðåóãîëüíèêà. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðåàëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ íàì ýòîíèãäå íå ïîíàäîáèòñÿ, è çäåñü ìû óäîâëåòâîðÿåì ëèøü ñîáñòâåííîå ëþ-áîïûòñòâî. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (16) è ðèñ. 5, íàõîäèì, ÷òî èñêîìàÿ
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x′ = s + ast, y′ = t + bst, s + t = 1. (18)Çàìåòèì, ÷òî åñëè a + b = 0, òî x′ + y′ = 1, ò.å. â ýòîì ñëó÷àå ãèïîòåíóçàïåðåõîäèò â îòðåçîê ïðÿìîé, êàê è ïðè a = b = 0, íî ïðåîáðàçîâàíèå (16)îñòàåòñÿ áèëèíåéíûì. Ïóñòü a + b 6= 0. Èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé (18)âûòåêàåò, ÷òî

bs − at = bx′ − ay′.Îòñþäà è èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (18) íàõîäèì
s =

bx′ − ay′ + a

a + b
, t =

−bx′ + ay′ + b

a + b
,à, ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ s è t, íàïðèìåð, â ïåðâîå óðàâíåíèå (18), ïî-ëó÷èì óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà

(bx′ − ay′)2 + (b(a − b) + a + b)x′ + (a(b − a) + a + b) y′−
− (a + b + ab) = 0. (19)Ïîñêîëüêó ìàòðèöà

[
b2 −ab

−ab a2

] (20)êâàäðàòè÷íîé �îðìû (bx′ − ay′)2 âûðîæäåíà, òî íàéäåííàÿ êðèâàÿ ÿâ-ëÿåòñÿ ïàðàáîëîé, îñü êîòîðîé êîëëèíåàðíà âåêòîðó [a b]T , ÿâëÿþùåìóñÿñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû (20), îòâå÷àþùèì íóëåâîìó ñîáñòâåííî-ìó çíà÷åíèþ. Íà ðèñ. 9 ñïëîøíîé ëèíèåé èçîáðàæåí òðåóãîëüíèê e′, êðè-âîëèíåéíàÿ ñòîðîíà êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ ïàðàáîëîé (19), à øòðèõîâîé



3. Èçîïàðàìåòðè÷åñêèå êîíå÷íûå ýëåìåíòû 245ëèíèåé � îáðàç íà Ox′y′ èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ẽ.
y′

x′•

•

•

•

•

•

�èñ. 9
Ïîñêîëüêó, êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ïðåîáðàçîâàíèå (x′, y′) −→ (x, y) ëè-íåéíîå, òî è íà èñõîäíîé ïëîñêîñòè Oxy îáðàçîì ðåïåðíîãî òðåóãîëüíèêà
ê áóäåò êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê e ñ äâóìÿ ïðÿìîëèíåéíûì ñòîðîíàìèè îäíîé êðèâîëèíåéíîé � ïàðàáîëîé. Ýòà ïàðàáîëà îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåìçàäàíèÿ íåêîòîðûõ îñåé è êâàäðàòè÷íîé èíòåðïîëÿöèè ïî óçëàì 3, 5 è 2,ïðèíàäëåæàùèì èñõîäíîé ãðàíèöå ∂Ω. Çàìåíèì èñõîäíûé êðèâîëèíåé-íûé òðåóãîëüíèê ẽ êðèâîëèíåéíûì òðåóãîëüíèêîì e. Ýòî ïðèâåäåò ê çà-ìåíå êðèâîëèíåéíîãî ó÷àñòêà ãðàíèöû ∂Ω â ïðåäåëàõ ẽ êóñêîì ïàðàáîëû,èíòåðïîëèðóþùåé èñõîäíóþ êðèâóþ ïî òðåì óçëàì. Â ï. 2 ïðè èñïîëüçî-âàíèè êâàäðàòè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìû ïûòàëèñü èíòåðïîëèðîâàòü ãëàäêóþãðàíèöó â ïðåäåëàõ ýëåìåíòà ëèíåéíî, ÷òî îêàçàëîñü íå âïîëíå óäîâëå-òâîðèòåëüíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.Êâàäðàòè÷íàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ãðàíèöû ïðèâîäèò ê áîëåå òî÷íîé àïïðîê-ñèìàöèè îáëàñòè Ω è â òî æå âðåìÿ ñíèìàåò âîçíèêøèå ïðè ëèíåéíîéèíòåðïîëÿöèè ïðîáëåìû ñ îöåíêîé òî÷íîñòè êâàäðàòè÷íîé èíòåðïîëÿöèèíà ýëåìåíòå.Òåïåðü ìîæíî ïðèñòóïèòü ê àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ íà e. Ïîñêîëüêóåñòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó e è ðåïåðíûì ïðÿìîëè-íåéíûì òðåóãîëüíèêîì ê, òî ïðîùå ýòî äåëàòü íà ê. Áóäåì ïðåäñòàâëÿòüïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â âèäå êâàäðàòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà íà ê, ò.å. áóäåì
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û(s, t) =

4∑

j=1

ujϕj(s, t), (s, t) ∈ ê.Íà e ïðåäñòàâëåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ uh(x, y) áóäåò áîëåå ñëîæ-íûì, äà è âûïèñàòü åãî íå òàê ïðîñòî, íî íàì ýòîãî è íå íóæíî, ïîñêîëüêóâñå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî (è íóæíî) ïðîâîäèòü íà ê.Òåõíèêà, ïðè êîòîðîé è êðèâîëèíåéíàÿ ãðàíèöà êîíå÷íîãî ýëåìåíòàè ðåøåíèå íà ýòîì ýëåìåíòå àïïðîêñèìèðóþòñÿ îäíèìè è òåìè æå�óíêöèÿìè, íàçûâàåòñÿ èçîïàðàìåòðè÷åñêîé, à ñàìè êîíå÷íûå ýëåìåí-òû � èçîïàðàìåòðè÷åñêèìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè. Îòìåòèì, ÷òî èñ-ïîëüçîâàííûå íàìè â ï. 1 äëÿ àïïðîêñèìàöèè êðèâîëèíåéíîé îáëàñòèòðåóãîëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû ñ ïðÿìîëèíåéíûìè ñòîðîíàìè âìåñòåñ êóñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèåé ðåøåíèÿ òàêæå ÿâëÿþòñÿ èçîïàðà-ìåòðè÷åñêèìè. Ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà îöåíêå òî÷íîñòè êâàäðà-òè÷íîé èíòåðïîëÿöèè íà èçîïàðàìåòðè÷åñêèõ (øåñòèòî÷å÷íûõ) êîíå÷íûõýëåìåíòàõ.Âîñïîëüçóåìñÿ èçîïàðàìåòðè÷åñêèìè øåñòèòî÷å÷íûìè êîíå÷íûìè ýëå-ìåíòàìè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (16.13). Ïîñìîòðèì, íàïðèìåð, êàê áóäåò âû-÷èñëÿòüñÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè ýëåìåíòà. Â îòëè÷èå îò ï. 10.2, ãäå ìàòðèöàæåñòêîñòè ñòðîèëàñü íà ïðÿìîëèíåéíîì òðåóãîëüíèêå, è âñå èíòåãðàëûìîæíî áûëî âû÷èñëèòü òî÷íî ïî �îðìóëå (8.17), ÷òî ïðèâåëî ê �îðìóëå(10.4), çäåñü ñèòóàöèÿ áîëåå ñëîæíàÿ. Â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ òðåóãîëü-íèê íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîëèíåéíûì, è íóæíî äåëàòü èçîïàðàìåòðè÷åñêîåïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ÷òîáû ïåðåéòè ê ðåïåðíîìó òðåóãîëüíèêó ñïðÿìîëèíåéíûìè ñòîðîíàìè. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîåâûðàæåíèå ñèëüíî óñëîæíÿåòñÿ, è ïîÿâëÿåòñÿ ðåàëüíàÿ íåîáõîäèìîñòüèñïîëüçîâàíèÿ êâàäðàòóðíûõ �îðìóë. Èòàê, îò ïðîñòîãî èíòåãðàëà ïîñëîæíîé îáëàñòè ìû ïðèõîäèì ê ñëîæíîìó èíòåãðàëó ïî òðåóãîëüíèêó.Ïóñòü e(i) � èçîïàðàìåòðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê, êðèâîëèíåéíàÿ ñòîðîíàêîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêóþ ïàðàáîëó, â êîòîðóþ ïåðåõîäèò ãè-ïîòåíóçà áàçèñíîãî òðåóãîëüíèêà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (13). Ýëåìåíò k
(i)
pq



3. Èçîïàðàìåòðè÷åñêèå êîíå÷íûå ýëåìåíòû 247ìàòðèöû æåñòêîñòè K(i) ñîãëàñíî (5.3) âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
k(i)

pq =

∫

e(i)

(
∂ϕp

∂x

∂ϕq

∂x
+

∂ϕp

∂y

∂ϕq

∂y

)
dxdy.Èçó÷èì âîïðîñ î âû÷èñëåíèè ∫

e(i)

∂u
∂x

∂v
∂xdxdy. Äåëàÿ ïðåîáðàçîâàíèå (13),íàõîäèì, ÷òî

∫

e(i)

∂u

∂x

∂v

∂x
dxdy =

∫

ê

(
∂û

∂s

∂s

∂x
+

∂û

∂t

∂t

∂x

)(
∂v̂

∂s

∂s

∂x
+

∂v̂

∂t

∂t

∂x

)
det
[
Ĵ(s, t)

]
dsdt,(21)ãäå Ĵ(s, t)�ìàòðèöà ßêîáè ïðåîáðàçîâàíèÿ (13). Äëÿ âû÷èñëåíèé ïî ýòîé�îðìóëå íàì íóæíî çíàòü ∂s/∂x è ∂t/∂x, â òî âðåìÿ êàê ñîîòíîøåíèÿ(13) çàäàþò ïðåîáðàçîâàíèå ïóòåì ïðîñòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ x è y ÷åðåç s è

t, êîòîðîå îáðàùàåòñÿ ñîâñåì íå ïðîñòî. Ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè ∂s/∂xè ∂t/∂x, à òàêæå ∂s/∂y è ∂t/∂y ìû ïîéäåì ïî äðóãîìó ïóòè. Èìååì
dx =

∂x

∂s
ds +

∂x

∂t
dt, dy =

∂y

∂s
ds +

∂y

∂t
dt,ò.å. [

dx

dy

]
= Ĵ(s, t)

[
ds

dt

]
,

[
ds

dt

]
= Ĵ−1(s, t)

[
dx

dy

]
.Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ds =
∂s

∂x
dx +

∂s

∂y
dy, dt =

∂t

∂x
dx +

∂t

∂y
dy,ò.å. [

ds
dt

]
= A

[
dx
dy

]è, ñëåäîâàòåëüíî, A = Ĵ−1(s, t). Òåì ñàìûì, èñêîìûå ïðîèçâîäíûå, ÿâëÿ-þùèåñÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû A, íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ĵ(s, t)A =

I. �åøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàõîäèì, ÷òî
∂s

∂x
=

∂y/∂t

det[Ĵ(s, t)]
,

∂t

∂x
= − ∂y/∂s

det[Ĵ(s, t)]
,

∂s

∂y
= − ∂x/∂t

det[Ĵ(s, t)]
,

∂t

∂y
=

∂x/∂s

det[Ĵ(s, t)]
.
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∫

e(i)

∂u

∂x

∂v

∂x
dxdy =

=

∫

ê

(
∂û

∂s

∂y

∂t
− ∂û

∂t

∂y

∂s

)(
∂v̂

∂s

∂y

∂t
− ∂v̂

∂t

∂y

∂s

)
[det Ĵ(s, t)]−1dsdt.

(22)
Àíàëîãè÷íî,

∫

e(i)

∂u

∂y

∂v

∂y
dxdy =

=

∫

ê

(
∂û

∂s

∂x

∂t
+

∂û

∂t

∂x

∂s

)(
−∂v̂

∂s

∂x

∂t
+

∂v̂

∂t

∂x

∂s

)
[det Ĵ(s, t)]−1dsdt.

(23)
Ïîäûíòåãðàëüíûå �óíêöèè â (22), (23) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå�óíêöèè, è äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ íóæíî èñïîëüçîâàòü êâàä-ðàòóðíûå �îðìóëû.

4. Èçîïàðàìåòðè÷åñêèå ÷åòûðåõóãîëüíèêèÈçîïàðàìåòðè÷åñêàÿ òåõíèêà ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà è ïðè èñïîëüçî-âàíèè ÷åòûðåõóãîëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â ï. 10.3 ðàññìàòðèâàëèñüáèïîëèíîìèàëüíûå è äðóãèå êîíå÷íûå ýëåìåíòû ïðÿìîóãîëüíîé �îðìû.Òàì îòìå÷àëîñü, ÷òî ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà äîëæ-íû áûòü ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì. Èñïîëüçîâàíèå èçîïàðàìåò-ðè÷åñêîé òåõíèêè ïîçâîëÿåò ñíÿòü ýòî îãðàíè÷åíèå è äàæå ðàçðåøàåòêîíå÷íûì ýëåìåíòàì íå èìåòü ïðÿìîóãîëüíóþ �îðìó.Íà ðèñ. 10 èçîáðàæåí ÷åòûðåõóãîëüíèê ñ ïðÿìîëèíåéíûìè ñòîðîíàìè,à íà ðèñ. 11 � êâàäðàò. Îòîáðàçèì âåðøèíû êâàäðàòà â ñîîòâåòñòâóþùèåâåðøèíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà.
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(x1, y1)

θ1

1

e(i)

2
(x2, y2)

3

(x3, y3)

0

4 (x4, y4)

l1

l2l2

l4

l3

y

x

1 −1 2

34

−1 0 1

1

t

s

ê

�èñ. 10 �èñ. 11Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå îòîáðàæåíèå îñóùåñòâëÿåò, íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâà-íèå
x =

4∑

j=1

xjϕj(s, t), y =

4∑

j=1

yjϕj(s, t), (24)ãäå ϕj(s, t) � áèëèíåéíûå �óíêöèè �îðìû èç (10.6). Íà ñàìîì äåëå, (24)îñóùåñòâëÿåò íå òîëüêî îòîáðàæåíèå âåðøèí â âåðøèíû, íî è âñåãî êâàä-ðàòà ê â ÷åòûðåõóãîëüíèê e(i). ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî ïî-êàçàòü, ÷òî ñòîðîíû êâàäðàòà ïåðåõîäÿò â ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà, èÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëîæèòåëåí. Ïîñìîòðèì, íàïðèìåð, êóäà ïåðå-õîäèò ïðè îòîáðàæåíèè (24) ñòîðîíà êâàäðàòà, ðàñïîëîæåííàÿ íà ïðÿìîé
t + 1 = 0. Èìååì

x(s,−1) = x1ϕ1(s,−1) + x1ϕ2(s,−1) =

= x1(1 − s)/2 + x2(1 + s)/2 = x1 + (x2 − x1)(s + 1)/2.Àíàëîãè÷íî,
y(s,−1) = y1 + (y2 − y1)(s + 1)/2.Èñêëþ÷àÿ s, íàõîäèì, ÷òî

x − x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
.



250 Ëåêöèÿ 18Ýòî � óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (x1, y1)è (x2, y2), íà êîòîðîé è ëåæèò ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòîðîíà ÷åòûðåõóãîëüíè-êà ê. Èòàê, ãðàíèöà ∂ê ïåðåõîäèò â ãðàíèöó ∂e(i). Íàéäåì ÿêîáèàí ïðåîá-ðàçîâàíèÿ (24). Èìååì
∂x

∂s
=

1

4
[(−x1 + x2 + x3 − x4) + (x1 − x2 + x3 − x4)t] ,

∂x

∂t
=

1

4
[(−x1 − x2 + x3 + x4) + (x1 − x2 + x3 − x4)s] ,

∂y

∂s
=

1

4
[(−y1 + y2 + y3 − y4) + (y1 − y2 + y3 − y4)t] ,

∂y

∂t
=

1

4
[(−y1 − y2 + y3 + y4) + (y1 − y2 + y3 − y4)s] ,ò.å.

∂x

∂s
= a + bt,

∂x

∂t
= c + bs,

∂y

∂s
= A + Bt,

∂y

∂t
= C + Bs,ãäå a, . . . , C � ïîñòîÿííûå. Ïîýòîìó

det[Ĵ(s, t)] = (aC − cA) + (aB − bA)s + (bC − cB)tåñòü ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ. ßêîáèàí det[Ĵ(s, t)] íå áóäåò îáðàùàòüñÿ â íóëüíà ê, åñëè åãî çíà÷åíèÿ â âåðøèíàõ ê îäíîãî çíàêà. Èìååì
det[Ĵ(−1,−1)] =

∣∣∣∣
a − b c − b

A − B C − B

∣∣∣∣ =
1

4

∣∣∣∣
x2 − x1 x4 − x1

y2 − y1 y4 − y1

∣∣∣∣ =

=
1

4

∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x4

y1 y2 y4

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
=

1

2
S∆124

=
1

2
l1l2 sin θ1.Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ÿêîáèàíà â äðóãèõ âåðøèíàõ ê. Òåìñàìûì, ÿêîáèàí íà ê áóäåò ïîëîæèòåëüíûì, åñëè ÷åòûðåõóãîëüíèê e(i)ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è íåâûðîæäåííûì, ò.å. âñå åãî óãëû ìåíüøå π.Èòàê, ÷åòûðåõóãîëüíèê e(i), èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 10, ìîæåò áûòü èñ-ïîëüçîâàí â êà÷åñòâå êîíå÷íîãî ýëåìåíòà, îäíàêî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèåíà íåì áóäåò çàäàâàòüñÿ â âèäå áèëèíåéíîé �óíêöèè íå ïî ïåðåìåííûì

x, y, à ïî ïåðåìåííûì s, t. Â ïåðåìåííûõ x, y, ýòî áóäåò ãëàäêàÿ, íî áîëååñëîæíàÿ �óíêöèÿ. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî íå èìååò íèêàêîãî çíà÷åíèÿ,



5. Íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå 251ïîñêîëüêó âñå âû÷èñëåíèÿ ïðè ïîñòðîåíèè ìàòðèöû æåñòêîñòè è âåêòîðàíàãðóçêè ïðîâîäÿòñÿ â ïåðåìåííûõ s, t.Åñëè ÷åòûðåõóãîëüíèê e(i) ðàñïîëîæåí â îêðåñòíîñòè êðèâîëèíåéíîéãðàíèöû, òî îäíà èç åãî ñòîðîí áóäåò êðèâîëèíåéíîé. Çàìåíèì â ýòîì÷åòûðåõóãîëüíèêå êðèâîëèíåéíóþ ñòîðîíó ïðÿìîëèíåéíîé, ñîåäèíèâ åãîâåðøèíû, ïîïàâøèå íà ãðàíèöó, îòðåçêîì ïðÿìîé. �àññóæäåíèÿ, àíàëî-ãè÷íûå èñïîëüçîâàííûì â ï. 1, ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè áèëèíåéíîé àïïðîê-ñèìàöèè ðåøåíèÿ òàêàÿ çàìåíà íå ïðèâîäèò ê óõóäøåíèþ òî÷íîñòè ïðè-áëèæåííîãî ðåøåíèÿ â H1!Ñ òåì æå óñïåõîì ïðè êóñî÷íî-áèêâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè ðåøå-íèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ áèêâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå ê íà e(i), â êîòîðîì âñåðåäèííûå óçëû ïðÿìîëèíåéíûõ ñòîðîí e(i) ïåðåõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèåñåðåäèííûå óçëû ê. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ÷åòûðåõóãîëüíèê ñ îä-íîé êðèâîëèíåéíîé ñòîðîíîé, êîòîðàÿ àïïðîêñèìèðóåò ãðàíèöó ∂Ω ëó÷-øå, ÷åì ïðÿìàÿ.5. Íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå�àññìîòðèì íåîäíîðîäíóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà
−∆u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω, u = g(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω. (25)Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáëàñòü ïîëèãîíàëüíà, ãðàíè÷íàÿ �óíêöèÿ g(x, y)íåïðåðûâíà íà ∂Ω, è ñóùåñòâóåò òàêàÿ �óíêöèÿ v(x, y) ∈ H1(Ω), ÷òî

v|∂Ω = g(x, y). Ýòà �óíêöèÿ â äàëüíåéøåì íå áóäåò ó÷àñòâîâàòü â âû-÷èñëèòåëüíîì ïðîöåññå è ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå èñêëþ÷èòåëüíî èç-çàòîãî, ÷òî çäåñü ìû íå èìååì èíîé âîçìîæíîñòè îïèñàòü òðåáóåìûå ñâîé-ñòâà ãëàäêîñòè g(x, y) íà ãðàíèöå. ×òîáû ïîñòàâèòü îòâå÷àþùóþ (25) âà-ðèàöèîííóþ çàäà÷ó, íàðÿäó ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì H1
0(Ω) íàì ïîòðåáóåòñÿà��èííîå ìíîãîîáðàçèå

H1
E(Ω) :=

{
v ∈ H1

∣∣ v
∣∣
∂Ω

= g(x, y)
}

.Ñ ó÷åòîì ââåäåííîãî îáîçíà÷åíèÿ âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è(25) áóäåò èìåòü âèä: íàéòè
u(x, y) ∈ H1

E(Ω) : a(u, v) = l(v) ∀ v ∈ H1
0(Ω), (26)



252 Ëåêöèÿ 18ãäå a(u, v) è l(v) çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (16.15).Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è, çàìå-òèì, ÷òî îíà íå ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðè ïîìîùè ÌÊÝ ãàëåðêèíñêîãîòèïà, èáî íè äëÿ êàêîãî êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ïðîñòðàíñòâà Sh êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ �óíêöèé âêëþ÷åíèå â H1
E(Ω), âîîáùå ãîâîðÿ, íåâîçìîæ-íî. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ëèøü òîò ñëó÷àé, êîãäà ñàìà �óíêöèÿ g(x, y)ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé, íî ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñëèøêîì îãðà-íè÷èòåëüíî. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (26) ìû âûíóæäåíû ñòðîèòü ÌÊÝ íåãàëåðêèíñêîãî òèïà. Êàê ìû óæå âèäåëè ðàíüøå ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷èñ-ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è èçîïàðàìåòðè÷åñêîé òåõíèêè, ýòî íå ïðèâîäèòê êàêèì-ëèáî ñåðüåçíûì ïîñëåäñòâèÿì äëÿ êà÷åñòâà ïðèáëèæåííîãî ðå-øåíèÿ, íî ëèøàåò íàñ âîçìîæíîñòè ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè ïîëü-çîâàòüñÿ îñíîâíîé òåîðåìîé 11.2.Ïóñòü πh � òðèàíãóëÿöèÿ Ω, Sh ⊂ H1(Ω) � êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðî-ñòðàíñòâî, à ωh � ìíîæåñòâî âñåõ óçëîâ. Åñëè Sh ñîâïàäàåò ñ Sh

1 èç ëåêöèè8, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ �óíêöèé,òî ìíîæåñòâî ωh áóäåò îáðàçîâàíî âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêîâ èç òðèàí-ãóëÿöèè πh. Åñëè Sh îáðàçîâàíî êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûìè �óíêöèÿìè, òîïðè îáðàçîâàíèè ωh ê âåðøèíàì òðåóãîëüíèêîâ äîáàâÿòñÿ ñåðåäèíû èõñòîðîí. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
γh = ωh

⋂
∂Ωìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ óçëîâ òðèàíãóëÿöèè πh, è ïóñòü

◦
S

h

:=
{
vh ∈ Sh

∣∣ vh(xk, yk) = 0, (xk, yk) ∈ γh
}

.Î÷åâèäíî, ÷òî ◦
S

h

⊂ H1
0(Ω). Ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (26) íàçî-âåì òàêóþ �óíêöèþ

uh ∈ Sh : a(uh, vh) = l(vh) ∀ vh ∈
◦
S

h

, (27)êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
uh(xk, yk) = g(xk, yk), (xk, yk) ∈ γh. (28)Çàìå÷àíèå 3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è (27), (28) àíàëîãè÷íà ïîñòàíîâêå (3.23)â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Íî, åñëè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòà ïîñòàíîâêà áûëà



5. Íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå 253ýêâèâàëåíòíà ïîñòàíîâêå (3.22), òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèå
Sh
⋂

H1
E(Ω), âîîáùå ãîâîðÿ, ïóñòî.Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è(27), (28) ìû íå ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ îñíîâíîé òåîðåìîé 11.2, îäíàêîîöåíêà

‖uh − u‖1 6 c ‖ihu − u‖1îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé. Â ñàìîì äåëå, èç (26) è (27) ñëåäóåò, ÷òî
a(u − uh, vh) = 0 ∀ vh ∈

◦
S

h

,à ïîñêîëüêó ihu − uh ∈
◦
S

h, òî è
a(u − uh, ihu − uh) = 0.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

a(ihu − uh, ihu − uh) = a(ihu − u, ihu − uh).Ïîñêîëüêó â íàøåì ñëó÷àå a(v, v) = |v|21, òî ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâàØâàðöà íàõîäèì, ÷òî
|ihu − uh|1 6 c |ihu − u|1,à ïðèâëåêàÿ íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà, áóäåì èìåòü
‖ihu − uh‖1 6 c ‖ihu − u‖1.Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, îòñþäà ïîëó÷àåì æåëàå-ìóþ îöåíêó

‖uh − u‖1 6 ‖uh − ihu‖1 + ‖u − ihu‖1 6 c ‖ihu − u‖1.Çàäà÷à îöåíêè òî÷íîñòè ñâåëàñü ê çàäà÷å îöåíêè èíòåðïîëÿöèè, êîòîðóþìû óæå ðàññìàòðèâàëè. Ìû íå áóäåì áîëåå ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íà ýòó òåìó.Çàìå÷àíèå 4. Çàäà÷à îòûñêàíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â òîì ñëó÷àå,êîãäà îáëàñòü èìååò êðèâîëèíåéíóþ ãðàíèöó è èñïîëüçóåòñÿ èçîïàðàìåò-ðè÷åñêàÿ òåõíèêà, ñòàâèòñÿ àíàëîãè÷íî (27), (28) ñ î÷åâèäíîé çàìåíîé
a(uh, vh) è l(vh) íà ah(u

h, vh) è lh(v
h).
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ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß
A � ìàòðèöà.
AT � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì ìàòðèöû A.
aj = yj+1 (mod 3) − yj+2 (mod 3), ãäå (xj , yj) � äåêàðòîâûêîîðäèíàòû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà.
a(u, v) � áèëèíåéíàÿ �îðìà.
a∗(u

h, vh) � áèëèíåéíàÿ �îðìà, ïîðîæäåííàÿ êâàäðàòóðíîé �îðìóëîé.
ah(uh, vh) � áèëèíåéíàÿ �îðìà, ïîðîæäåííàÿ àïïðîêñèìàöèåé îáëàñòè.
bj = xj+1 (mod 3) − xj+2( (mod 3), ãäå (xj , yj) � äåêàðòîâûêîîðäèíàòû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà.
C, C(Ī), C(Ω) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå Ī èëèíà çàìûêàíèè Ω äâóìåðíîé îáëàñòè Ω.
Cm(I) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî m ðàç äè��åðåíöèðóåìûõíà èíòåðâàëå I �óíêöèé.
c, cj � ïîñòîÿííûå â îöåíêàõ, íå çàâèñÿùèå îò ðÿäîì ñòîÿùèõñîìíîæèòåëåé.
cj � êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïî áàçèñó.
2D � äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.
D � ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ �óíêöèé.
E � ìîäóëü Þíãà.
E(i)(g) � ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé �îðìóëû íà êîíå÷íîì ýëåìåíòå e(i).
Ê(ĝ) � ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé �îðìóëû íà ðåïåðíîì ýëåìåíòå.
e, e(i) � êîíå÷íûé ýëåìåíò.
ê � ðåïåðíûé êîíå÷íûé ýëåìåíò.
F � ãëîáàëüíûé âåêòîð íàãðóçêè.
F (i) � âåêòîð íàãðóçêè i-ãî ýëåìåíòà.
F (f) � ãëîáàëüíûé âåêòîð íàãðóçêè äî "ñíÿòèÿ �ëàæêîâ".
fm � êîý��èöèåíòû Ôóðüå �óíêöèè f(x).
(f) � "�ëàæîê".
f(x), f(x, y) � ïðàâûå ÷àñòè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
G(x; ξ), G2s(x; ξ) � �óíêöèè �ðèíà ñàìîñîïðÿæåííîãî îáûêíîâåííîãîäè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà (ïîðÿäêà 2s).
g, ḡ � ïðàâàÿ ÷àñòü ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ.
gl(x, t) � ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà.
H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.
Hh � êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà H.
Hm(I), Hm(Ω) � ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà öåëîãî ïîðÿäêà míà èíòåðâàëå I èëè â îáëàñòè Ω.
Hm

0 (I), Hm
0 (Ω) � ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâ Hm(I) èëè Hm(Ω),ñîñòîÿùèå èç �óíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü âìåñòå ñî ñâîèìèïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà m − 1 íà ãðàíèöå.

H̃ � íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà H.
H1

E � íåêîòîðîå à��èííîå ìíîãîîáðàçèå â ïðîñòðàíñòâå H1.
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h � øàã ðàâíîìåðíîé ñåòêè, ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð êîíå÷íîãî ýëåìåíòà.
h(i) � øàã íåðàâíîìåðíîé ñåòêè, ðàçìåð êîíå÷íîãî ýëåìåíòà.
I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.
I � îòðåçîê (0, 1).
Ī �çàìêíóòûé îòðåçîê [0, 1].
i � íîìåð êîíå÷íîãî ýëåìåíòà.
ih � îïåðàòîð èíòåðïîëèðîâàíèÿ íà êîíå÷íîì ýëåìåíòå.
ih,k � îïåðàòîð èíòåðïîëèðîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíàìè k-îé ñòåïåíè.íà êîíå÷íîì ýëåìåíòå.
ı̂, ı̂k � îïåðàòîðû èíòåðïîëèðîâàíèÿ íà ðåïåðíîì ýëåìåíòå.
J � ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ.
J(w) � êâàäðàòè÷íûé �óíêöèîíàë.
K � ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè.
K(i) � ìàòðèöà æåñòêîñòè êîíå÷íîãî ýëåìåíòà.
K(f) � ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè äî "ñíÿòèÿ �ëàæêîâ".
k � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíîâ êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
L � äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð.
L � ìàòðèöà èíäåêñîâ.
L2 � ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì �óíêöèé.
Lp � ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé, p-ÿ ñòåïåíü ìîäóëÿ êîòîðûõ ñóììèðóåìà,à íîðìà çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ‖v‖p =

(∫
|v|pdx

)1/p.
L∞ � ïðîñòðàíñòâî ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ �óíêöèéñ íîðìîé ‖v‖L∞

= ess sup |v(x)|.
lj � äëèíà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà.
l(v) � ëèíåéíàÿ �îðìà.
l∗(v

h) � ëèíåéíàÿ �îðìà, ïîðîæäåííàÿ êâàäðàòóðíîé �îðìóëîé.
lh(vh) � ëèíåéíàÿ �îðìà, ïîðîæäåííàÿ àïïðîêñèìàöèåé îáëàñòè.
M � ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà ìàññû.
M (i) � ìàòðèöà ìàññû êîíå÷íîãî ýëåìåíòà.
m � ïîðÿäîê ãëàäêîñòè �óíêöèé.
n � ðàçìåðíîñòü êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ïðîñòðàíñòâà.
n � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè.
Pk � ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ, ñòåïåíü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò k.
Pk

(
e(i)
) � ñóæåíèå Pk íà êîíå÷íûé ýëåìåíò e(i).

P̂k � ñóæåíèå Pk íà ðåïåðíûé ýëåìåíò ê.
p(x) � ñòàðøèé êîý��èöèåíò â îáûêíîâåííîìäè��åðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè.
pk(x) � ìíîãî÷ëåí k-îé ñòåïåíè.
q(x) � êîý��èöèåíò ïðè ìëàäøåì ÷ëåíå â îáûêíîâåííîìäè��åðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè.
R � ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
r(x) � êîý��èöèåíò ïðè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â äè��åðåíöèàëüíîìóðàâíåíèè.
S, Si � ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ.
Ŝ � êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà íà ðåïåðíîì ýëåìåíòå.
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S(i) � êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà íà êîíå÷íîì ýëåìåíòå.
Sh � êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî.
Sh

k , Sh
k,0 � êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî ëàãðàíæåâûõêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ k-îé ñòåïåíè.

◦

S
h � ïîäïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîýëåìåíòíîãîïðîñòðàíñòâà Sh,ñîñòîÿùåå èç �óíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà ãðàíèöå.

Sh
3,1 � êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî ýðìèòîâûõ ýëåìåíòîâòðåòüåé ñòåïåíè.

Si � ìàòðèöà êèíåìàòè÷åñêèõ ñâÿçåé íà ýëåìåíòå.
S(i) � ìàòðèöà êèíåìàòè÷åñêèõ ñâÿçåé i-ãî ýëåìåíòà.
T � çíà÷îê òðàíñïîíèðîâàíèÿ.
U (f) � ãëîáàëüíûé âåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé äî "ñíÿòèÿ �ëàæêîâ".
u, u(x) � ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
uh � êîíå÷íîýëåìåíòíîå ðåøåíèå.
uj � çíà÷åíèå êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ â óçëå ñ íîìåðîì j.
u(i) � âåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé i-ãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà.
uh

x̄x, uh
ȳy � âòîðûå ðàçíîñòíûå îòíîøåíèÿ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå.

V n � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.
W p

l � ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ�óíêöèè, ÷üè îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà lñóììèðóåìû ñî ñòåïåíüþ p.
W l

∞ � ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ�óíêöèè, ÷üè îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà lñóùåñòâåííî îãðàíè÷åíû.
∇ � îïåðàòîð ãðàäèåíòà.
‖ · ‖a � ýíåðãåòè÷åñêàÿ íîðìà, ïîðîæäåííàÿ ýíåðãåòè÷åñêèìñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.
‖ · ‖m � íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Hm.
‖ · ‖∗m, ‖ · ‖∗∗m , ‖̃ · ‖m � ýêâèâàëåíòíûå íîðìû â ïðîñòðàíñòâå Hm.
( , ) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2.
(f, ϕ) � çíà÷åíèå îáîáùåííîé �óíêöèè f íà îñíîâíîé �óíêöèè ϕ.
( , )a � ýíåðãåòè÷åñêîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
( , )m � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Hm.
γh � ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ óçëîâ òðèàíãóëÿöèè πh.
∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà.
∆, ∆i � âåëè÷èíû îïðåäåëèòåëåé â �îðìóëàõ Êðàìåðà.
δ(x) � äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà.
ε(x) � îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå ñòåðæíÿ.
ζi, ζ̂i � áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû.
κ � êîý��èöèåíò ïðè ìëàäøåì ÷ëåíå â ãðàíè÷íîì óñëîâèèòðåòüåãî ðîäà.
λm, λ

(2s)
m � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãîîïåðàòîðà âòîðîãî è 2s-ãî ïîðÿäêîâ.

µm(x) � ñîáñòâåííûå �óíêöèè îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî



Îáîçíà÷åíèÿ 263îïåðàòîðà.
πh � òðèàíãóëÿöèÿ îáëàñòè.
ρ, ρ̂ � äèàìåòðû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â êîíå÷íûé è ðåïåðíûéòðåóãîëüíûå ýëåìåíòû.
σ(x) � íàòÿæåíèå ñòåðæíÿ.
Φ(i), Φ(i) � ìàòðèöû �óíêöèé �îðìû êîíå÷íîãî ýëåìåíòà.
ϕ

(i)
j ϕ̂j � �óíêöèè �îðìû êîíå÷íîãî è ðåïåðíîãî ýëåìåíòîâ.

χ(x) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà ("ñòóïåíüêà").
Ω � äâóìåðíàÿ îáëàñòü.
Ωh � îáúåäèíåíèå âñåõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ òðèàíãóëÿöèè πh.
∂Ω � ãðàíèöà îáëàñòè Ω.
∂Ωj � ÷àñòü ãðàíèöû îáëàñòè Ω.



Учебное издание

АНДРЕЕВ Владимир  Борисович

ЛЕКЦИИ ПО МЕТОДУ 
КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Учебное пособие

Издание второе, исправленное и дополненное

Издательский отдел 
Факультета вычислительной математики и кибернетики 

МГУ имени М.В. Ломоносова 
Лицензия ИД N 05899 от 24.09.01 г.

119992, ГСП-2, Москва. Ленинские горы,
МГУ имени М.В. Ломоносова, 2-й учебный корпус

Напечатано с готового оригинал-макета 
Издательство ООО “МАКС Пресс”
Лицензия ИД N00510 от 01.12.99 г.
Подписано к печати 09.07.2010 г.

Формат 60x90 1/16. Усл.печ.л. 16,5. Тираж 150 экз. Заказ 317.

119992, ГСП-2, Москва, Ленинские горы, МГУ им. М.В. Ломоносова, 
2-Й учебный корпус. 627 к.

Тел. 939-3890, 939-3891. Тел./Факс 939-3891.

I


	best
	MFE-2013-MM
	best
	Пустая страница
	Пустая страница
	Пустая страница
	Пустая страница



